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В настоящей работе обобщаются и усиливаются результаты, изло­
женные в наших заметках (\ 2).

Рассмотрим в евклидовом ^пространстве Ет^ч пару поверхностей 
Vт, Vm, которые будем предполагать трижды дифференцируемыми. 
Если между ними можно установить точечное взаимно-однозначное 
дифференцируемое соответствие Vm Vm так, что в соответствующих 
точках будем иметь ds2 = ds2, то поверхности Vm, ’Vm называются 
изометричными, соответствие Vm Vm — изометрией или изгиба­
нием. Изгибание Vm "> Vm будем называть соизгибанием, если выпол­
няются условия: 1) Vm с Vm+s, Vm c.Vm+s, Q<s<q-, 2) Vm+s^Vm+s-, 
3) изометрия Vm+s Vm+s переходит на Vm в изометрию Vm "> Vm. Из­
гибание, не являющееся соизгибанием, назовем собственным.

Подповерхность Vm-p с: Vm будем называть элементом конгруент- 
ности, если изометрия Vm 00 Vm на [Vm-p вырождается в конгруент- 
ность.

В силу нашего предположения трижды дифференцируемости, по­
верхности Vm, Vm можно оснастить дважды дифференцируемыми еди­
ничными ортогональными реперами (/), соответственно (J), так что 
будем иметь:

m-R m+q
dr = 2 dr = o,m+s = = 0, s = 1, . . . , q-,

a=l a—1

m+q m+j
di a 2 43 dp, dJn I p, x — 1, . . . , m q.

₽=1 3=1

Здесь wa, cog, Qa, Qg суть формы Картана поверхности Vm, соответ­
ственно Vm, удовлетворяющие обычным условиям интегрируемости; 
/1, . . Iт (J1, ■ • • , Jт) касательные, 1т+1, • • • , m+q Ит+Ъ • • • > Jm+q)
нормальные векторы.

Поворотом касательных векторов можно добиться в случае изо­
метрии равенств:

cj« = Q“ a = 1, . . ., т 4- q, o,m5s = Q, s = 1, . . . , q. (1)
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Дифференциальные следствия отсюда приводят к равенствам:

со; = Q), І, j = 1, . . . , m;
9 9 (2)2 [со^со^] = 2 б Л • • •, tn.
5=1 5=1

Совместный ранг форм <о^ ^+‘ t = j..../, ; = 1,..., 
будем называть рангом изгибания г.

Ясно, что ранг поверхности (число параметров, от которого зави­
сит ^-вектор нормали) не превосходит ранга изгибания.

Дальнейшим поворотом касательных векторов 1Ь . . ., Im, Jb ..., Jm 
можем добиться того, что формы Картана сор, Qp изометрических по­
верхностей Vm, Vm будут удовлетворять, кроме соотношений (1), (2), 
также соотношениям:

+s = = О, s = 1, . . . , q, а = г + 1, . . . , m; (3)

= 2^X = s = l, i, j = 1, . . ., r^m;
7=1

(4)

V% = V-SfP s=l,...,q, i, j =),..., r.

При выбранном нами положении репера система уравнений

со1 = ы2 = . . . = <■/ = О

является вполне интегрируемой и определяет расслоение поверхности 
Vm на <х>г плоскостей Ет-Г (образующих), вдоль которых нормальный 
^-вектор /т+ь • • •, Im+q является постоянным (аналогичное имеет место 
для поверхности Vm).

Сформулируем предварительно следующие две теоремы, из кото­
рых первая имеет чисто алгебраический характер.

Теорема 1. Систему смешанных форм <m+s, £l™+t (s,t = , q\
i, j = 1, ..., г), удовлетворяющих соотношениям (2)

? ч
2 = 2
5=1 5=1

поворотом векторов 1Ь ..., 1г можно привести к виду:

wm+5 _ Q^+s m0(j tpq-p, S = \, . . . р, 4 = 1, . . . , Г;

= ДГ+/ = о mod и1. .. и*~р, t = p + \,...,q, i = 1.........г,

■где и\ ..., u2tt-p — система 4q — р линейно независимых форм, р — 
некоторое целое число от 0 до q.

Теорема 2. Если г есть ранг изгибания Vm Vm и система сме­
шанных форм (s, t = ),..., q-, i, j = 1, . .., г) удовлетво­
ряет соотношениям

1) = д!"+5 mod и1. . . ur>, s — ), ..., p>0 4=1, . .., r,
wm+4 _ _ q moc[ ui _ _ _ ur,^ t = p 1, . . . , q, I = 1, .... Г,

где u\ , u^ — r0 линейно независимых форм, и
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2) r0Cr,
то изгибание Vm Vm есть соизгибание, которое вырождается в 
конгруентность Vm^Vm в случае р = q.

На основании теорем 1 и 2 можно сформулировать следующую 
основную теорему:

Теорема 3 (теорема о соизгибании). Если ранг изгибания >2^, 
то изгибание является соизгибанием.

Отсюда, в частности, для изгибаемой поверхности получим аль­
тернативу: изгибаемая поверхность должна иметь малый ранг (r^Zq) 
или же, в противном случае, принадлежать изгибаемой поверхности 
высшей размерности Vm+s ранга <^2(^— s) и изгибаться вместе с по­
следней.

Легко получаем отсюда следствия:
1. Изгибаемая поверхность допускает в случае соизгибания рас­

слоение на оо^р элементов конгруентности Vm-2p, каждый из которых 
есть поверхность ^ласса q — р. В противном случае Vm допускает 
расслоение на оо2? элементов конгруентности Ет^я (плоскостей).

2. Метрика Vm с неоднозначно определенным вложением допускает 
расслоение на оо2р метрик класса 2 (7—р) (р заключено между 0 и q).

Как следствие из теоремы 1 получаем теорему:
Теорема Аллен до р ф е р а (3). Изгибаемая поверхность имеет 

тип (см. (х)).
Полученные нами необходимые признаки носят проективно-инва­

риантный характер и характеризуют проективную структуру изгибае­
мых поверхностей. Таким образом выделяется проективно-инвариант­
ный класс поверхностей, содержащий в себе класс изгибаемых поверх­
ностей.
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