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МАТЕМАТИКА

С. М. ЛОЗИНСКИЙ

О СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ

( П редставлено академиком В. И. Смирновым 10 IV 1950)

Примем следующие обозначения: С — пространство функций/(х, у/), 
определенных и непрерывных при всех вещественных х и у, 2к-пери- 
одических по х и по у, с нормой

||/|ij- = max|/(x,y)|.
(Л, у)

п, т—-целые неотрицательные числа.

*п,т = X, у)~

те те
1 Р г\ ^/(х + и, у+ V)

—те —те

sin (п + %) ц-sin (т + д/г)* у 
4 Sin J/j Ц-sin 1!i V du dv

частная сумма порядка (п, т) двойного ряда Фурье функции f. 
О — множество функций ы (и), удовлетворяющих следующим че­
тырем условиям: 1) ы(и) непрерывна при 0<1и<оо, 2) 0<сй(«')~^ 
■< а (и") при 0<и' ^и", 3) ы (и^ + и2) <о (nJ + <о (и^), 4) ы (0) = 0.

При «ібЦ ы2€£1 обозначим через CQ1, Ша множество тех функций 
€ С, для которых при всех вещественных х, у, а, р имеем

' |/(х + а, у + ₽) -/(Х,у) | < (| а |) + ^«2 (I ₽ I).

где А и В — константы, зависящие от f. Если «2 (и) = щ то пишем 
Са1,и вместо СЫ1,а,.

Пусть П есть некоторое множество пар (п, т) неотрицательных 
целых чисел. Это множество пар будем называть неособенным, 
если, каково бы ни было найдется пара (п, т) €П такая, что
n^N и N.

Если П есть неособенное множество пар, a s„,m — числа, определен­
ные при (п, т) € П, то полагаем

lim lim inf sn>m; lim s„,m = lim sup sn,m.
"n” N oo n^-N П Nco n^N

N m N
(n,m) П (ntm) £ П

Наконец, полагаем
lim sn,m = lim s„,m = lim sn>m, 

П П II

если последние два числа равны. Очевидно, что lim sn т = s означает, 
п
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что sn,m стремится к пределу s, когда п и т оба безгранично возра­
стают так, что (п, т) €П.

lim — 
а 0 + (и)

Теорема 1. Пусть со2€Ц = 0 (i = 1, 2) и пусть

П есть некоторое неособенное множество пар (п, т) неотрицатель­
ных целых чисел.

Тогда:
1) Если одновременно выполнены условия

lim min ^(-^ со2 ^^^"’log^ = °’ (1)

lim cojf—log n = 0, 
п TH Л (2)

lim <o2 (4) ~ 0» (3)

то для любой функции f^Cai<a, имеем

lim II/ —=°-П (4)

2) Если хоть одно из условий (1) — (3)не выполнено, то найдется 
функция такая, что предел

Ит sn,m (f, 0, 0) (5)
п 

не существует.
Замечание. Если П есть множество всех пар («, т), то (2) и 

(,3) следуют из (1).
Из теоремы 1 и этого замечания вытекает
Теорема 2. Пусть «jOQ, <o2€Q и lim —тт — 0 (i = I, 2). 

„ 0 + “« W
Тогда:
1) Если

lim^min [“1(40,“2(:Ю] log ‘ log hi = 0, (6)
Z7Z СО

то для любой функции f€Ca„ а, имеем

lim = 0- (7)
П ОО 

т оо

2) Если
lim min “а (44] logn-logm>0, (8)

т оо

то найдется функция такая, что

lim sn,m (f, 0, 0) П сот -> со
не существует.

При Х>1 обозначим через Щ множество 
чисел (п, т), для которых <;Х.

(9)

всех пар натуральных

Из теоремы 1 следует
Теорема 3. Пусть €Ц <о2 € £1 и lim = 0 « = 1, 2).
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Тогда следующие факты, равносильны:
1) Для любой функции СШ1>Ш, имеем 

iim ||/-«„,„(/) Нс = °- (10)
п со

2) При всяком Х>1 для любой функции /€СИ1,имеем 

Ит ||/ — sn,m(f) 1Т = 0. (И)
Пл

3) Выполнены три условия

min =0’ 02)

ііт log п = 0, (13)

limw2 log» = 0. (14)
/г -* оо \ у

Рассмотрим некоторые следствия из теоремы 2.
/ 1 \ , / I

1) Если Wj(«) = о ——г| и ы2(и)]= о —г) при к-»0+, то для 
(log2—/ Ilog2—/
v и / \ и /

любой функции /€СШ1, Ш[ имеем (7).
I *

2) Если О>2 (и)-------- г при и -> 0 +, то для того, чтобы для любой 
log2-!

и

функции /€СИ1, ш, выполнялось (7), необходимо и достаточно, чтобы 
«і (и) = о /----г 

log2! \ и
3) Если р>2 и о>„(и)~—Ц- при ц-*0+, то для того, чтобы для 

log^-

любой функции /€ СШ1, м, имели (7), необходимо и достаточно, чтобы

4) Если со2(н) = н\ где 0<у< 1, то для того, чтобы для любой 
функции /6СВ1,В1 имели (7), необходимо и достаточно, чтобы

“1 = 0 (;—гт1—Г Г
I log— -log log — I \ и и '

Теорема 4. Пусть <ох€Q.
Тогда для того, чтобы для любой функции f£CU1,K имели (7), 

необходимо, чтобы

oh (и) = О / -—гу—)—г 
I log— - log log — \ а и

и достаточно, чтобы выполнялось (15).
Поступило 
3 IV 1950
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