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ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 18 V1950)

1. Пусть £2 есть область n-мерного пространства уь . . ., уп, огра­
ниченная достаточно гладкой замкнутой поверхностью S. Пусть 
Й(Л) • • •. Уп» 0 1 Раз (^>2) непрерывно дифференцируема в области
£2= £2 + S, t^O. Положим

и Is = Ф (У,

дги 
ду}

д^и 
дЙ =Ду, 0;

(1)
ди 
діи |/=0 = «0;

□ « =

и через Fk(t), Uo, Ui обозначим интегралы по £2 от суммы квадра­
тов всех производных до порядка k включительно от / (у, t) (по 
уь . . ., уп и t), и0 и иг (по уь . . ., у„).

В каждой точке поверхности 5 выберем местную систему прямо­
угольных координат хь .. ., х^ направив хп по внешней нормали 
к 5 и х1( ..., xn-i — в касательной плоскости. Тогда в окрестности 
каждой точки поверхности 5 ф (у, t) есть функция хь . . ., Хп-ъ t, и 
мы положим

Обозначим

р k т л—1
ад = 5 2 2 2

5 m=0 s=0 ia............

дту_____  
ді^дх. ... дх, 

г1 lm—s

д^и 
д^ду^... дуіг (2)

Пусть ^0>0. Мы доказываем:

шах Ir а < Ak (Д) max [t70, , max Fk (t), max (01 = Ak (^0) M-

(0<r + a<£<Z), * (3)

где Ak не зависит от выбора функции и (уь . . ., у„, 
Если /=0, ф = 0, то Ak не зависит от t0, и тогда имеем

sup Ir, a(f)<A*max [Z7o, U\' (0< r + a <&</). (4) 
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прилегающей к го в (3) сле.

Чиёг^
су™ад?мыеТ2^^^ “имеющих
включительно, опрйСв" °адоаТ— »') д0 “Р”™ *
ОТ суммы квадрато^всех Про^ '°' '"П
тельно. Тогда из неравенства (3) следуе? * Р”ДКа * включи-

И, следовательно, последовательность {«Пу Л} О = 1 9
° еСЛИ "основательности Щ,' Х)

Н«1М суть фундаментальные в смысле норм J

(5) 

будет 
{(^ob}

НН— max

\Ы=У^-, \\и1\\ = Уи^. (6)

/г, а есть

Это позволяет строить решения предельной задачи (1) поелельяым 
переходом от достаточно гладких решений редельным

3 Наметим доказательство (3). Обозначим 1Г а +/г } j
А о (0 = А (О- Очевидно, достаточно доказать (3)’для И’А так к™

Jr для дап I dta. Положим 1 ’ k( Л ак KdK
г.

Ф* (а) = у1-----v
7 J Z m\ (k — 1 — mV X 

/72=0

________ dku_______  dku
ik^m^ didxndxil- -dxik_1_m

гДе , xn — местные координаты.
В дальнейшем будут встречаться лишь конечные суммы и мы 6v 

іь°вТ?ХеНмы“Ш ^“"Р08”™- валисывая под знаком суммы 

тетрХТХ'Х.Й ‘° ° - -

JJb С
at = Dk_tfdai

О. (7>

где £>г<р означает производную порядка I от <р 
Мы доказываем, что

Ф* (И) — Ф*_! •, у„) Dk^u- Dk_jU dS +
5

d
Dk—iU-Dk^pf dS -|-

5
+ 2 \ -Dk^fdS, 

5
(8>
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где А (уь ..., у„) — некоторые непрерывно дифференцируемые функ­
ции, зависящие лишь от выбора поверхности 5. Так как

то, интегрируя (7) по t от 0 до и используя (8), получим

Л (У = Л (0) Ф 2 । \ ADk—\ii • D^u dS
-S'

\вд~

Dk-iU-D^ dS

k 2 \ D^u-D^fdS + 2 5 • D^fd^
s о

dt.

Если 9 (j/j, ..., _v/() — непрерывно дифференцируемая в £2 функ­
ция, то

ср dS = у cos (и_у{) • dS= у A (<paf) d(A =
S 5 г = 1 П І=І °Уі

п е п в
= у \ aiD^dQ. + у \ ^D^atdO.,

£ Ь іУ я

где
ция

а,(уь ■ - ■, Т«) —какая-либо непрерывно дифференцируемая функ- 
такая, что я/ф = cos (пуф

Поэтому, используя неравенство Буняковского, а также очевидное 
неравецство

л2 Л42

получим оценки, подобные следующей:

| А (уд D^u • D^jU dS < Jk (t) + N\ Ш2) Jk-j 
' s I ■

где N и Nr (M2) — постоянные, не зависящие от выбора а (у1(..., ут t). 
Выберем Л12 настолько большим, чтобы коэффициент при Лффпосле 
оценки правой части (9) не превосходил 7г- Кроме того, учтем, что 
Л(0), Jk-i, 1(0), ., . , (0)оцениваются черезТ/о, ^^(О). Тог­
да (9) приводит к неравенству, по которому Jk (^) не превосходит 
некоторого линейного выражения от Uq, , Рк{t\ T’*+i(£), Jr< a (t) и 
их интегралов no t, причем и Неравенство (3)
доказывается непосредственно для = 1 и затем последовательно для 
Ао, Л,ь • • • , Ао, Аь • • •, Jk- Если /=0, ф = 0, то аналогично 
доказывается (4).

4. Для доказательства (8) используем следующее легко доказывае­
мое геометрическое утверждение.

ТД+іф dS +
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Пусть каждой точке М поверхности 5 отвечает вектор Р лежа­
щий в плоскости Q, касательной к 5 в точке М. Спроектируем на О обпаХа/ некот°Р°й °-Рестности точки М и дивергенцию Сточке М 
бразовавшегося в Q векторного поля обозначим div^P. Тогда

\ div-P dS = 0.
5

(10)

П^сть хп— ы(хь хп-.1) — уравнение 
сти точки М и 9 и х—-две (р+1) и 
ференцируемые функции в Q.

Обозначим

поверхности S в окрестно- 
(7 + 1) раз непрерывно диф-

0 (?, х) = 2
\.......

_____+ ф_________ _ д9 /
дхп^х‘1 . .. dx,vdxi дх^дх^ .. . dxiv ’

Выражения полученные из 2“’P(<p, x)заменой^ на дх^дх,- обо­
значим через Z^^, х); заменой дх% на дх^дх, через &Z*’(<? у\ за­
меной дх^ у ? на дх„, а у х на дх,— через Za’%, z) и, ’соответ­
ственно, при замене дх^ на дхп у z и дх^ н^ dXj у 9-через 
Z' (9,х); заменой dxt на дхп- через (9, z). Тогда на основа­
нии (10) получаем

Р 1 Л д_ j

д 1 .У I, j=l ! 7

- » (2“’ ’ to Z) + Z-»(ф, ?))] as - J Z' “■ - (ф, Z) ( у+“+у (11) 
5 \/=1 дхі /

Преобразуя подинтегральное выражение в интеграле ФА(м) — 
0+—1 выделяем сумму

,?»С“’ “)-^сй‘"Iw) 

и'зволной поТ7пЙ П0 5’ На ОСНОВ™ (И), приводится к полной про- 
поихояим тп интегРалов требуемого вида. Более простым путем грального LpaSS °6 °™-™ слагаемых аод+е-

Поступило 
18 V1950

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
С. Л. Соболев, ДАН, 48. Я и Q i с' псбоин 11 1531 3 Лчаз'і зг г г ич (1945). С. Л. Соболев, Матем. сиорн., 11 (оз), о (1942). 3 С. Л. Соболев, там же, 4 (46), 3 (1938).

282


