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МАТЕМАТИКА

В. С. ВИЛЕНСКИЙ

ОБ ОЦЕНКЕ ПРОИЗВОДНЫХ МНОГОЧЛЕНА 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 16 V 1950)

Известно, что всякий положительный на отрезке [— 1, + 1] много­
член Н(х) степени т может быть однозначно представлен в каждой 
из двух форм:

И (х) = М2(х)+(1 — x2)^-i(x) (1)

* При k = 1 эта теорема была доказана С. Н. Бернштейном в работе (2).
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при любом заданном целом s^m / 2;
Н(х) = (1 +x)Ks(x) + ^— х)ЬІ(х) (2)

при любом заданном целом s^(m—1)/2, где ТИДх) и Afs-i —дей­
ствительные многочлены степени s и s — 1, причем все нули обоих 
многочленов лежат на интервале (—1, +1) и взаимно разделены, 
Afs(l)>0, ^-i(l)>0; Ks^x) и Ls(х) — действительные многочлены 
степени s, причем все нули функций У1 + х Ks (х) и ]/ 1-х £дх) 
лежат на отрезке [—1, + 1] и взаимно разделены, /Q(l)^>0, £5(1)^>0-

В моей заметке (Ц была доказана такая теорема:
Если, многочлен Рп (х) степени < п удовлетворяет неравенству

I Рп (%) I < , — К х < 1, (3)
то

| (X) КI {Мп (х) 4- І Nn^ (x)}W I , —1<
(А = 1,2,..., n), (4)

причем * равенство достигается только для многочлена Рп(х) = 
= у7И„ (х), | у | = 1.

Исходя из представления И (х) в форме (2), получаем следую­
щий результат:

Теорема 1. Если многочлен Рп(х) степени < пудовлетворяет 
неравенству

I Рп (%) | < 1^(1+х)^ (х)+(1-х).^(х), - 1 < х < 1, (5) 

то

— 1<х<1 (А=1, ...,пу



При k =1 доказательство непосредственно получается из неравенства 
(6) статьи (2) С. Н. Бернштейна. Доказательство этой теоремы для 
производных высших порядков основывается на следующих леммах, 
аналогичных тем, которые приведены в заметке (1).

Лемма 1. Пусть Qn(x) и Rn(x)— действительные многочлены 
степени п; если все нули функций yi+x Qn(x) и ]/1—х Rn(x) 
лежат на отрезке [— 1, + 1] п взаимно разделены, то k-я произ­
водная (k = \, 2, каждой из этих функций {/1 -f-xQ„(x)}w 
и {ррДДс Rn (x)}(*) имеет n — k + 1 и только n — k + \ нулей на 
интервале (—1, +1), причем их нули взаимно разделены.

Лемма 2. Если Рп (х) — многочлен степени < п, удовлетворяю­
щий неравенству (5), то при любом вещественном а первые п про­
изводных функции

Е (х, а) = COS а ]/1 + X Кп (х) + sin а ]/1 -— х Ln (х) Рп(х) 

имеют на отрезке [— 1, + 1] только простые нули.
Так как неравенства (4) и (6) имеют место лишь на интервале 

(_ i( -pi), причем их правые части неограниченно возрастают при 
то интересно уточнить эти оценки в окрестности концов 

отрезка и распространить их на всю действительную ось.
Теорема 2. I. Если многочлен Рп (х) степени п удовлетво­

ряет неравенству (3), то

I Pnk) (х) К I М*’ (х) I При х<£х и x>£n_*+i, (7)

где — все нули функции {У 1. — х2 Nn-i (х)}<к\
лежащие на интервале (— 1, + 1), причем равенство достигается 
только для многочлена Рп(х) = у Мп(х), |у| = 1.

II. Если многочлен Рп (х) степени < п удовлетворяет неравен­
ству (5), то

\Р^(х)\<1{П + х^(х)Г1 при x>yn^-k, (81) 

1^(Х)|<| {/1—хТп(х)}'&>| при Х<Хх

(k= 1, 2, ..., п), (82)

где x1<x2<...<x„+i-ft — все нули {У\^ГхКп^х)Ук\^іежаіцйе на 
интервале (—1, +1), а ух<у2<.. .<ynyi-k—все нули {^l—xLn (х)}™, 
лежащие на интервале (—1, +1).

Докажем I, причем будем предполагать, что коэффициенты много­
члена Рп(х) действительны. Распространение этих утверждений на 
случай комплексных коэффициентов не составляет труда. Пусть 
Pn(x)^±M„(x), x0>^n-*+i и предположим, что Р^ (х0)>М/г) (х0). 
Выберем действительное число ц. так, чтобы цРп (х0) = 714« > (х0)- Так 
как 0<[i< 1, то [).Рп(х) удовлетворяет (3), и из (4) получаем

Ввиду того, что нули (х) и {У 1—х2 Nn-i (х)}(&) взаимно раз­
делены, (&) fei+i) < 0, откуда следует, что многочлен (п — ^)-й
степени (х) — (х) имеет п — k нулей на отрезке &,
и нуль В точке Х0>^п+1-й-

Аналогично доказываются неравенства (8).
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Можно доказать, что всякий положительный на полуоси [0, ©о] 
многочлен G(x) степени т может быть однозначно представлен 
в следующей форме:

G {х) = А2 У) + хВ2 У), (9)

где А^х) и В(х)— многочлены с положительными старшими коэф­
фициентами степени п ип — 1, соответственно, если т = 2п, и 
оба степени п, если т = 2пА-\, причем все нули А(х) и Ух В (х) 
лежат на положительной полуоси и взаимно разделены.

Применяя метод * заметки (х), можно доказать следующую теорему: 
Теорема 3. Если многочлен Рп(х) степени <п удовлетворяет 

неравенству

* С. Н. Бернштейн, которому я сообщил теорему 3, указал мне что ее можно 
получить непосредственно из неравенств (4) (если т = 2п) и (6) (если т = 2п + 1), 
применяя их на отрезках растущей длины [0, /] при /-»со.

I Рп (х) I < У G (х) = У А2 (х) + хВ2 (х), 0 < х < оо, (10) 
то

i Р^ (X) | < | {Л (х) + г Ух В (х)}^ |, 0 <х < ОО

(k = 1, 2,..., п), (11)
причем равенство достигается только для многочлена Рп (х) = у А (х), 
где | у | = 1.

Теорема 4. Если многочлен Рп(х) удовлетворяет неравен­
ству (10), то

I Рп} (X) к I Л^ (х) I при х<х0, (12)

где х0 — наименьший из нулей функции {УxB(x)yk\ лежащих на по­
ложительной полуоси. Равенство достигается только при Р(х) = 
= уЛ(х), где |у| = 1.

Следствие. Среди функций вида
г / \   Ср + Cl X + у. + СпХп 

’ VA*  (х) + хВЧх)

при заданном коэффициенте cs (0-^.s-^n) наименее уклоняется от 
нуля на всей положительной полуоси функция

f ix\—__ Iх)
Jo{ ’ У А*  (х) + х В*  (х)

Выражаю искреннюю благодарность акад. С. Н. Бернштейну за 
внимательное отношение к моей работе.

Поступило
14 V 1950
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