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(Представлено академиком В. И. Смирновым 8 V 1950)

1. Обозначим через С пространство непрерывных в интервале [— 1,1] 
функций. Пусть UW(f,x)— линейная операция, переводящая С в С и 
удовлетворяющая условиям:

1) U^(f, х) есть алгебраический полином степени
2) если У3 (%) есть полином степени ^п, то

UW (Р,х) = Р™(х).

а) Пусть {«л(х)]£Т0 есть ортонормальная система полиномов веса 
g(x)^>0. Тогда k-я производная от n-й частной суммы ряда Фурье 

(f’х) является операцией типа (f, х).
б) k-я производная от интерполяционного полинома Лагранжа

п

І=1

Лакже является операцией типа CW (f, х).
При этом {1^ (х)}^=1— фундаментальные полиномы Лагранжа 

параболического интерполирования, построенные для п-я строчки 
матрицы узлов

x<D
х™ х^
............... 0)

%(n) x(n) _ _ . M

+ 1 > X® > X™ > • • •> x^ > — 1 (П = 1, 2, .. .).
Теорема 1. Норма оператора UW(f,x) удовлетворяет нера­

венству
WU^W^cn^, (2)

где с — абсолютная константа.
Доказательство. Пусть Р (х) = cos п arc cos х. Тогда

UW (cos п arc cos х) = cos<ft) п arc cos х.
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Легко видеть что
... , [И2_(Л_.1)2] [„2_(^_2)2]...(л2_1)я2

cos ^п arc cos 1 =-t------------- (2fe_ nil— ----- ’—•

Таким образом, при фиксированном k

cos^ n arc cos 1 > cn2k.
Поэтому

II UW || > cn^.

В частности, применяя неравенство (2) к операторам а) и б), мы 
получим следующие неравенства:

1 п
шах \ I У w.(Z)coW(x) 1 g (t) dt cn2k (3)

*0-1, п J
v -1 1=1

для любой ортонормальной системы полиномов {ы,- (х)}; веса g (х)> 0.
Для любой матрицы (1) справедливо неравенство

max У | [Z.(n> (x)](fe> | '^сп1к. (4)
*0-1, и ~

2. При k = 1 из (4) получаем, что для любой матрицы (1) справед­
ливо неравенство

max У | [/^ИГ I >Ч«2- ' (5)
Л-0-1, п

На первый взгляд, может показаться, что для любой матрицы (1) 
должно иметь место более сильное, чем (5), неравенство

max У | [Z^ (х)Г I с2п2 in п.
*0->.i]

Однако любопытно отметить, что неравенство (5) является точным 
относительно п. Для доказательства последнего замечания достаточно 
доказать следующую теорему:

Теорема 2. Пусть п-я строчка матрацы узлов (1) составлена 
из корней полинома Рп(х) — (\—x2)vn(x), где (х) = sin6 . 
х = cos 6.

Тогда для любого х € [—1,1] справедливо неравенство

п
2 I I <с^- ($)
6=1

Доказательство. Заметим, что в данном случае

x^ = cosOW1, 0/г = k=l,2,...,n,
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M / щ = ~ sin 9 s»n (n - 1) 9
\ ' 2 (n — 1) (cos 0 — cos 0O) ’

п} ( _ (— 1)” sin 6 sin (n- 1)0
« ' ' 2 (n — 1) (cos 0 — cos 0n) ’ 

/<")(х)=k = 2,...,n-l. k ' ' (n — 1) (cos 0 — COS 0^_j)

После простых вычислений мы получим:

[^и)« =
(-!)*+* cos(n-l) 6 

COS 0 — cos 0ft_j

+ (-1)^
sin (fl — 1)0 1 — COS 0 CQS 0£_j 
(n — 1) sin 6 (COS 0 — COS 0£_1)2 ’ k = 2, 3,..., n — 1. (7)

Легко доказать, что фундаментальные полиномы ограничены в 
интервале [—1,1]. Действительно, так как sin (п — 1) 6* = 0, то

I Г (°) I =
sin (п — 1) 0 — sin (п — 1) 0£ 

COS 0 — COS 0Й_,

sin

sin 0
9 + 9Й-1

< 2cos
0-0£-1 (k — 2,..., п — 1).

Таким же образом доказывается, что

| (х) | < 1, | 1^ (х) | < 1 при х € [— 1, 1].

Из неравенства А. А. Маркова следует, что

| [/W(x)]' I <2«2 (6 = 1, 2,

Пусть максимум суммы из (6) достигается при х0 = cos б0. Без 
ограничения общности можно считать, что О^6о^тс/2.

Допустим, что Ор<9о<0р+]. Так как | l'p (x0)|+|(p+i (х0) | < 4п2, то, 
как видно из (7), для доказательства теоремы достаточно доказать 
неравенства

2 I COS 0О — COS 0,, I СП ’ 
Й=1 ,

, _ 1 I sin (П - 1) 0О Д' 1 - COS 0 cos 0^
2 n — 1 I sin 0O j Ді (cos 0O — cos 0A-i)2 

#=1

Штрих указывает, что в суммах отсутствуют члены с индексами р 
и р+ 1.

= 2 | cos 0о + cos 0Й I + 2 | cos 0О — cos 0А | — 5] > + S]
й=1 А=р+2

Будем оценивать Нетрудно убедиться, что

________ 1_________ ___________
| cos 0e — cos 0Й | I . 0О — ] I . 9й
1 “ к 2 I sin u _ sin -5.
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/— п

2 •sin —2-------
2

п
V2 2

2 71
k=p-±2

(«-1)2
(k —р — 1)№ с^2.

Sp оценивается аналогичным образом, 
что

Из выражения для S2 видно;.

1 — cos 0ocos 0А 

в° —2 sin2
2

«о+ е.
1
0О — 0ь2 sin2 0 -

Окончательная оценка для S2 получается при помощи такого же 
рассуждения, как при оценке Sj2).

Поступило
в 3 V 1950.
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