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Изучены собственные колебания температуры и теплового потока в образце материала с от-
четливо выраженными локально-неравновесными тепловыми свойствами для трех вариантов гранич-
ных условий, определяющих тип теплового резонатора. Начальный перепад температур между гра-
ницами образца оказывает значительное влияние на всплески температуры и теплового потока. Рас-
смотрены основные факторы влияния: начальный температурный профиль, нелинейные теплофизиче-
ские свойства материала, релаксация теплового потока. Количественные свойства колебаний зависят 
от параметра нелинейности. Параметр нелинейности среды в значительной степени влияет на ампли-
туды колебаний температуры и теплового потока в полуоткрытом и открытом резонаторе; в закры-
том резонаторе влияние этого параметра  выражено в меньшей степени. 

 
Введение. В настоящее время проблемы термической генерации звука в вязком теплопроводном 

газе изучены в разнообразных аспектах. Продолжаются исследования акустических резонаторов с уче-
том нелинейных эффектов (колебания большой амплитуды, физические свойства среды, механизм дис-
сипации и др.) [1, 2]. В работе [3] дано теоретическое обоснование возможности создания нелинейного 
теплового резонатора. С физической точки зрения эта возможность обусловлена существованием мате-
риалов, обладающих достаточно большим временем тепловой релаксации. В качестве примера такого 
материала укажем высокотемпературную сверхпроводящую керамику [4]. В работах [5 – 7] изучены 
большие собственные колебания теплового резонатора и установлены следующие результаты: 

1) неоднородное по координате начальное тепловое поле  возбуждает нелинейные собствен-
ные колебания большой амплитуды. Их свойства обусловлены неравновесностью процесса и взаимодей-
ствием тепловых волн с границами образца; 

0 ( )T x

2) толщина образца – один из основных факторов влияния на процесс. Для тонкой и толстой пла-
стин имеем соответственно высокую и низкую частоты колебаний; 

3) равновесный теплоперенос (модель Фурье) обладает классическим свойством: векторы  и q grad T  
направлены противоположно друг другу. В локально-неравновесных условиях может возникнуть неклас-
сический вариант [1]:  и q grad T  направлены одинаково; 

4) три типа резонаторов (закрытый, полуоткрытый, открытый) различаются между собой структу-
рой температурной неоднородности. В каждом сечении образца наблюдается чередование во времени 
классической ( 0<⋅ Tgradq ) и неклассической ( 0>⋅ Tgradq ) ситуаций. 

Данная работа является продолжением этих исследований и имеет следующие цели: изучить 
влияние нелинейности среды (параметр ), времени релаксации 1n γ  и начального теплового поля  
(параметр ) на амплитуду свободных колебаний для каждого типа резонатора. 

0 ( )T x
B

Постановка и решение задачи. Уравнение энергии и уравнение для теплового потока эволюци-
онного (релаксационного) типа имеют вид: 

0u q
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
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0q q V
t x

∂ ∂
+ + =

γ ∂ ∂
;             (2) 

0
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u c T dT= ∫ ;  2

0 0

( ) ( )
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T uTV dT w u du
T

λ
= =

γ∫ ∫ ;  2w
c
λ

=
γ

, 

где x  – декартова координата;  – время; T  – температура;  – удельный тепловой поток;  – коэффи-
циент теплопроводности;  – объемная теплоемкость; 

t q λ
c γ  – время релаксации теплового потока;  

 – скорость распространения тепловых возмущений. Искомые функции: , , w ( , )T x t ( , )q x t [0, ]wx x∈ , ;    0t ≥

wx  – толщина слоя материала.  
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Современные методы исследования локально-неравновесной модели теплопереноса (1), (2) пред-
ставлены в [3]; там же проведен подробный анализ возникновения градиентной катастрофы и свойств 
ударных тепловых волн. В соответствии с этими результатами присоединяем к левой части уравнения (1) 
слагаемое 

1 q
x u x
⎛ ⎞ρ ∂ ∂

Ψ ⎜ ⎟γ ∂ ∂⎝ ⎠
, 

где  – плотность;  – коэффициент искусственной диссипации. Этот коэффициент является аналогом 
газодинамического коэффициента искусственной вязкости и применяется для того, чтобы при численном 
решении сглаживать сильные разрывы, которые могут появляться в ходе эволюции теплового поля. 

ρ Ψ

Собственные колебания большой амплитуды изучаем для трех типов резонаторов: 
- закрытый резонатор: 

0( 0, )q x t q= = ,   ( , )wq x x t qw= = ;          (3) 

допускается вариант, когда ; 0 0wq q= =
- полуоткрытый резонатор: 

0( 0, )q x t q= = ,   ( , )wT x x t Tw= = ;          (4) 

- открытый резонатор: 

0( 0, )T x t T= = ,   ( , )wT x x t Tw= = ;           (5) 

допускается вариант, когда . Здесь , , ,  – постоянные величины. Для всех трех вариан-
тов (3) – (5) начальные условия берем в виде: 

0 wT T= 0q wq 0T wT

0( , 0) ( )T x t T x= = ,   ( , 0) 0q x t = = .                                                      (6) 

Ясно, что выбор  определяет зависимость от координаты начальной скорости изменения те-
плового потока 

0 ( )T x

0( / )tdq dt = . 
Далее работаем с безразмерными величинами. При обезразмеривании применяем масштабы вели-

чин (они отмечены нижним индексом ), которые обеспечивают инвариантность размерной и безраз-
мерной форм записи уравнений и краевых условий: 

b
2 /b b b bx c tλ = /b b b bq T x, = λ

λ = λ 0 2( ) exp( )c n T

 и т.п. Решение краевых 
задач (1) – (6) выполняем численным методом интегральных соотношений А.А. Дородницына; применя-
ем гиперболический вариант алгоритма построения расчетной схемы [8]. Подробное описание численно-
го алгоритма и вопросы контроля точности расчетов изложены в [7]. 

Результаты расчетов и их обсуждение. Теплофизические свойства материала принимаем в виде:  

0 1( ) exp( )T n T ;  c T = ; constγ ≡ , 

где , , ,  – константы.  0λ 0c 1n 2n
При обработке результатов расчетов применяем следующие критерии: 

- безразмерный тепловой поток 0 0( )
w

w w

q x
Q

T T
=

λ
;  

- безразмерный градиент температуры 0
w

w

x Tg
xT

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
;  

- параметр энергии 2 2
pc TcTE

w w
≡ =
ρ

;  

параметр неравновесности 
2

2
2 2

q
u w

−Ω = ;  

- параметр нелинейности среды 
2

2

( )T d wD
dTw

= ;  

- амплитуда температуры 0

( , )
( , ) i

T T i
w

T x t
A A x t

T
≡ = ;  
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- амплитуда теплового потока ( , )q iA q x t≡ ;  

- добротность 
1/ 21

w

K
x c

λ γ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

- волновое сопротивление ( )1/ 21

w w

wcZ c
x x

γ
= λ γ = .  

Здесь параметры K  и Z  являются тепловыми аналогами добротности и волнового сопротивления, при-
меняемых для расчета электрических контуров и линий передач. 

 

Закрытый резонатор. Начальный профиль температуры, монотонный по координате: 
0 ( ) 10 cos( / )wT x B x x= + π ,  [0, ]wx x∈ ,          (7) 

где  – начальный перепад температуры между левой и правой границами (2B B const≡ ). Если 0B < , то 
; если , то . 0 /dT dx ≥ 0 0B > 0 / 0dT dx ≤

Влияние свойств среды было рассмотрено для различных комбинаций знаков производных /d dTλ , 
. Как и следовало ожидать, количественные свойства колебаний (параметры , , /dc dT E 2−Ω TA , qA ) в 

значительной степени зависят от параметра нелинейности , т.е. от вида функции . При этом хорошо 
выражено влияние показателя степени  функции 

D 2 ( )w T

1n ( )Tλ ; влияние показателя степени  функции  
менее существенно (далее принимаем 

2n ( )c T
c const= ). На рисунке 1 показаны на нескольких фазовых плоско-

стях характерные закономерности колебаний для 1 / 6wx x x= =  при  и . При 0 / 0dT dx > 1 0n < 0 / 0dT dx ≤  
фазовые портреты проявляют себя аналогичным образом. 
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Рис. 1. Фазовые портреты свободных колебаний в закрытом тепловом резонаторе  
Расчеты показывают, что в данном процессе в каждой фиксированной точке x  при  происхо-

дит чередование классической и неклассической ситуаций. На фазовой плоскости 
0t ≥

( , )g Q  (см. рис. 1) име-
ем в I и III квадрантах , во II и IV – 0Qg > 0Qg < . 

Отметим отличия во взаимосвязи энергии γ  с тепловым потоком и градиентом температуры. На 
плоскости  (см. рис. 1) типичным является устойчивый фокус. Стрелка указывает направление 
движения точки вдоль фазовой траектории с течением времени; это направление не зависит от знака па-
раметра . Зависимость  от 

( , )Q E

B E g  в фиксированной точке x  имеет гистерезисный характер. 
При  и для значений параметров среды 0 ( ) 10 5cos( / )wT x x x= − π 1c = , 1 0,04n = − , , 1c = 5γ = , со-

ответствующих вариантам расчета на рисунке 1, также имеем: волновое сопротивление Z  – монотонно 
убывающая функция амплитуды температуры TA  (при  зависимость 1 0n > ( )TZ A  монотонно возрас-
тающая, при  –  1 0n = Z const= ). Зависимость 2−Ω  от на каждом отдельном периоде колебаний не- D  
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монотонная, имеет мак  этот максимум ещается с течением времени в сторону больших или 
меньших по модулю значений параметра нелинейности D . Связи Q  и 2

 симум, и  см
−Ω  присущи характерные петли 

динамического гистерезиса. На фазовой плоскости ( , )T qA A  имеем ст вый фокус, причем каждый 
виток спирали соответствует периоду колебаний, как скостях ( , )

 у ойчи
 и на пло g Q  и ( , )Q E . Период колебаний 

слабо реагирует на изменение вида аналитических зависимостей (T )λ , ( )c T . ное значение здесь 
имеют количественные характеристики теплофизических свойств 

Основ
( )T∗λ , ( )c T∗ , γ , где T∗  – температура, 

которая устанавливается в образце при t →∞ . От этих величин за т и ериод в, в течение ко-
торых происходит затухание колебаний. 

Влияние волнового механизма теплопереноса наиболее выразительно проявляется в свойствах 
темпер

виси  число п о

атуры 0 ( )T t  и ( )wT t  на левой ( 0x = ) и правой ( wx x= ) теплоизолированных границах соответст-
венно, а также овог отока 3 ( )q t  ке 3x x x тепл о п в точ / 2w= = – середина образца (рис. 2).  
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Рис. 2. Свободные колебания:  

отсчет отклонений темпер мптотических значений 
 

В таблиц  каждого из
первы

атуры и теплового потока от аси

ах 1 – 3 даны сведения об амплитудах температуры и теплового потока для  
х четырех полупериодов колебаний при 0 ( ) / 0dT x dx ≥ . Было принято 0 ( ) 10 cos( / )wT x B x x= + π , 

0 1exp( )n Tλ = λ  (причем (10) 1λ = ), constγ = , c 1= . Указаны алгебраические величины (1) ,T∆ ..., (4)T∆  и 
отклонений атур ло  потока от их асимптотических (при t →∞  в 
 точке образца (см. рис. 2). Величина температуры, по отношению к кот ычисляются 

T∆ , обозначается *T ; во всех вариантах * 10T

(1) ,q∆ ..., (4)q∆   темпер ы и теп вого ) значений
фиксированной орой в

≈ . Аналогично и для величин q∆ ; во всех вариантах * 0q = . 

цаТабли  1 

Влияние параметра нелинейности среды на свойства амплитуд колебаний в закрытом резонаторе 
 

0x =  / 2wx x=  
1n  

(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  (4)q∆  

 T x dx ≥ B0 ( ) / 0d , 5= − , 0 ) 10 5cos( / )wT x x x= − π( , 1c = , 1γ =  
0,08 –5,00 3,16 –1,73 –3,97 2,37 –1,37 0,81  1,20 
0,04 –5,00 3,09 –1,75 1,14 –3,97 2,38 –1,40 0,84 

0 –5,00 3,03 –1,79 1,11 –3,98 2,40 –1,44 0,87 
–0 4 ,0 –5,00 2,98 –1,85 1,12 –4,00 2,37 –1,41 0,83 
–0,08 –5,00 2,94 –1,92 1,18 –4,02 2,31 –1,35 0,75 

 0 ( ) /x d 5B0x ≥ , dT = − ) 10 / )wx x= − ,, 0 (T x 5cos(π  1c = , 0,5  γ =
0,08 –5,00 2,58 –1,09 0,63 –5,18 2,49 –1,16 0,55 
0,04 –5,00 2,50 –1,12 0,60 –5,17 2,49 –1,19 0,57 

0 –5,00 2,44 –1,15 0,59 –5,19 2,50 –1,21 0,58 
–0 4 ,0 –5,00 2,38 –1,18 0,59 –5,21 2,49 –1,19 0,57 
–0,08 –5,00 2,33 –1,24 0,62 –5,24 2,45 –1,15 0,52 

 
 при nИз таб  види я фикс ной величинылицы 1 м: дл ирован  γ 1 0>  величина амплитуды температу-

ры T∆ т щих з (2)  немного больше, а (3)T∆  немного меньше соотве ствую начений линейного варианта, ко-
гда . Это объясняется т то при 1 0n >  коэффициент теплопроводности ( )Tλ  – монотонно воз-
растающая функция и, следовательно, пр ее высоких температурах происх  лучшая передача 
тепла. При 1 0n <  получаем противоположный результат – зависимость ( )T

1 0n = ем, ч
и бол одит

λ  монотонно убывает и, сле-
довательно  амплитуды температуры, величина  (2)T∆  немного меньше, а (3)T∆  немного больше соответ-
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ствующих з ий линейного варианта. Так, согласно таблице 2, для 9начен B = −  имеем: при 1 0,04n = −  – 

(2) 5,31T∆ = ; при 1 0n =  – (2) 5, 46T∆ = ; при 1n 0,04=  – (2) 5,65T∆ = . Амплитуды теплового потока сла-
бо реагируют на знак и величину параметра 1n , но в значительной ст зависят от ве . 

зом, п ьш лю ве  B  колебания теплового потока, как и 
колебания температуры, происходят в более ш оком интервале (см. табл. 2); в большей степени вы -
жено влияние параметра 1n ; в образце дольше устанавл ается температура *T  и тепловой поток *q . 

Считаем, что процесс затухания колебаний закончен, когда в фиксированной точке i

епени 
л нах
ир

личины B
Таким обра ри бол их по моду ичи получаем: 

ра
ив

x  выполнены 
неравенства 210T T−∆ ≤ ∆ , 

max
210q q−∆ ≤ ∆ , где индекс max  относится  наибольшему по модулю

max

аемому в задаче значению. Длительность полного затухания, когда в образце устанавл ается посто-
янная темпер ян ток *q , обозна  t

 к  
достиг

атура и ный тепловой по
ив

 *T  посто чим ∞ ;  тогда  n∞  –  соответствующее чис-
ло полупериодов колебаний. Фазовую частоту колебаний температуры и теплового потока обозначим ν .  

 
Таблица 2 

Влияние начального перепада температуры между левой и правой границами 
на свойства амплитуд колебаний в закрытом резонаторе 

 
/ 2wx x=  0x =  

В 
(2) (3) (1)q∆  (2)q∆  (1)T∆  T∆  T∆  (4)T∆  (3)q∆  (4)q∆  

 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 0 ( ) 10 cos( / )wT x B x x= + π , 1c = , 1γ = , 1 0,04n = −  
–1 –1,00 0,60 –0,36 0,22 –0,80 0,48 –0,29 0,17 
–3 –3,00 1,80 –1,09 0,67 –2,40 1,43 –0,86 0,51 
–5 –5,00 2,98 –1,85 1,12 –4,00 2,37 –1,41 0,83 
–7 –7,00 4,15 –2,62 1,59 –5,61 3,28 –1,94 1,11 
–9 –9,00 5,31 –3,42 2,10 –7,23 4,18 –2,45 1,37 
 0 ( )dT x , 0 ( ) cos(T x B , 1c/ 0dx ≥ 10= + / )wx xπ = , 1γ = , 1 0n =  

–1 –1,00 0,61 –0,36 0,22 –0,80 0,48 –0,29 0,17 
–3 –3,00 1,82 –1,08 0,67 –2,39 1,44 –0,87 0,52 
–5 –5,00 3,03 –1,79 1,11 –3,98 2,40 –1,44 0,87 
–7 –7,00 4,24 –2,51 1,56 –5,58 3,36 –2,02 1,22 
–9 –9,00 5,46 –3,23 2,00 –7,17 4,32 –2,60 1,56 
 0 ( ) /x d 0 ( ) cos(T x x= + π 1c0x ≥ , dT 10 B / )wx , = , 1γ = , 1 0,0n = 4  

–1 –1,00 0,61 –0,36 0,22 –0,80 0,48 –0,29 0,17 
–3 –3,00 1,84 –1,06 0,68 –2,39 1,44 –0,86 0,52 
–5 –5,00 3,09 –1,75 1,14 –3,97 2,38 –1,40 0,84 
–7 –7,00 4,37 –2,44 1,63 –5,55 3,31 –1,93 1,15 
–9 –9,00 5,65 –3,13 2,12 –7,13 4,26 –2,45 1,43 

 
Т а 3 

ие вре лакса  свойст д ний в з ом резонаторе 
 

аблиц
Влиян мени ре ции на ва амплиту  колеба акрыт

0x =  / 2wx x=  
γ  

(1) (2) (3) (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  (4)T∆  T∆  T∆  T∆  (4)q∆  
 0 ( ) / 0dT x d ≥ , 5B = − , 0 ( ) 10 5cos( / )wT x x x= − π , 1c = , 1 0,n 04x = −  

0,1 –5,00 0,81 –0,10 0,05 –8,67 1,37 –0,21 0,03 
0,2 –5,00 1,49 –0,44 0,17 –7,10 2,12 –0,63 0,19 
0,5 –5,00 2,38 –1,18 0,59 –5,21 2,49 –1,19 0,57 
1 –5,00 2,98 –1,85 1,12 –4,00 2,37 –1,41 0,83 
2 –5,00 3,49 –2,49 1,76 –3,01 2,06 –1,43 0,97 
5 –5,00 4,01 –3,22 2,65 –2,02 1,57 –1,23 0,94 

10 –5,00 4,30 –3,66 3,26 –1,47 1,22 –1,02 0,82 
 0 ( ) /x d 50x ≥ , BdT = − , 10 / )wx= − ,0 ( )T x 5cos( xπ  1c = , 1 0,n = 04  

0,1 –5,00 0,85 –0,11 0,04 –8,61 1,36 –0,22 0,03 
0,2 –5,00 1,58 –0,43 0,16 –7,05 2,12 –0,63 0,19 
0,5 –5,00 2,50 –1,12 0,60 –5,17 2,49 –1,19 0,57 
1 –5,00 3,09 –1,75 1,14 –3,97 2,38 –1,40 0,84 
2 –5,00 3,57 –2,40 1,77 –2,99 2,07 –1,41 0,98 
5 –5,00 4,04 –3,17 2,60 –2,00 1,58 –1,22 0,95 

10 –5,00 4,29 –3,64 3,14 –1,46 1,23 –1,00 0,83 
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Из таб вид  4n  прилицы 3 им: для 1 0,0= −  0,1γ =  получаем отно е 0,T T∆ ∆ = и шени (3) / (1) 02 ; пр
10 (3) (/ 1) 0,T T∆ ∆ =  это ует, ч и увеличении732 . Из го след то пр –  γ  γ = д лного ния т тся 

больш  числов четы д
ля по  затуха ребуе

ее число периодов. При γ = ые рас ают 4n∞0,1 = , 1,115t∞ = , 10  – 
0 , . При 1 0,04n =  – результат аналогичны например, при 10γ =  – 31n∞

8,566ν = ; при γ =
n∞ =

 
3 90,1t∞ = , 0, 495ν = й ( = , 
95,8t∞ = , 0, 495ν = . Таким об , при увеличении величинразом ы γ  уменьшается азов ф стотаая ча  ν , уве-

 t о полуп  nличиваются время ∞  и числ ериодов ∞ . Параметр B  оказывает влияние на ве ы tличин ∞  и n∞   
ет ину и не влия  на велич ν . Параметр 1n  оказывает незначительное лияние на t в ∞  и n∞  и не влияет на ν . 

Полуоткрытый резонатор. Начальный рофиль темп атуры монотонный по координате: 
0 ( ) cos( / 2 )w wT x T B x x= + π ,  [0, ]w

 п ер
x x∈ ,         (8) 

где B const≡  – начальный перепад температуры между левой и правой границами. Если B 0< , то 
если то Колебания температу ы прои

T , колеб

0 / 0dT dx ≥ ; 0B > , 0 / 0dT dx ≤ . р сходят относительно величины 
wT∗ = ания теплового потока – относительно 0 0q q∗ = = .  

зовых плоскостях зависимости между основными критериями следующие. Волновое сопротив-
( )T

В фа
ление Z A  – монотонно убывающая функция амплитуды температуры. В каждой фиксированной точке  

ix x=  при 0t ≥  происходит, как и в закрытом резонаторе, чередование классической и неклассической 
ситуац  фазовой плоскости ( , )ий (на g Q  в I и III квадрантах 0Qg > , во II и IV 0Qg < ). Зависимость 2−Ω  

 на каждом отдельном периоде колебаний немонотонная. Характерные петли динамического гистере-
зиса присущи связи Q  и 2−
от D

Ω . Ус ые фокусы на плоск ( , )T qтойчив остях A A  и ( ипичны для изуч
мых колебаний. Зависимость E  от 

, )Q E  т ае-
 g  в фиксированной точке x  проявляет незначительно выраженный 

динамический гистерезис – нотонно убывающая. Период и часто ани  и в закрытом резона-
торе, определяются количестве ным характеристиками теплоф ических свойств ( )T∗λ , ( )c T∗ , 

мо та колеб й, как
н и из γ . 

Влияние волнового механизма теплопереноса наиболее выразительно проявляется в свойствах 
температуры 0 ( )T t  на левой теплоизолированной границе образца, а также теплового потока ( )  – на пра-
вой из

wq t
отермической границе. В таблицах 4 – 6 даны сведения об амплитудах температуры и теплового пото-

ка для каждог  первых четырех полупериодов колебаний. Было принято 0 ( ) 10 / 2 )wT x B x x= + π , 

0 1exp( )n Tλ = λ  (причем (10) 1
о из cos(

λ = ), constγ = , 1c = . 

4 

 параметра не ост а свойства

Таблица 

Влияние линейн и среды н  амплитуд колебаний в полуоткрытом резонаторе 
 

0x =  wx x=  
1n  

(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  q∆ (4)  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 10wT = , 9B = − , 0 ( ) 10 cos( / 2 )wT x x x= − π c9 , 1= , 5γ =  

0,08 –9,00 4,39 –3,28 1, –2,72 1,76 –1,10 0,72 90 
0,04 –9,00 4,97 –3,45 2,  –2,95 1,92 –1,19 0,77 08

0 –9,00 5,73 –3,65 2,32 –3,28 2,09 –1,33 0,85 
–0,04 –9,00 6,74 –3,85 2,62 –3,66 2,26 –1,47 0,92 
–0,08 –9,00 8,11 –4,01 2,93 –4,09 2,43 –1,60 0,97 

 0 (dT x) / dx ≥ 100 , Tw = , B 9= − , 0 ( ) cos(T x xπ , 1c = ,10 9= − / 2 )xw  1γ =  
0,08 –9,00 2,41 –0,94 0,33 4,72 1,67 0,58 0,21 
0,04 –9,00 2,74 –1,02 0,35 5,28 1,87 0,65 0,23 

0 –9,00 3,14 –1,09 0,38 5,93 2,06 0,72 0,25 
–0,04 –9,00 3,65 –1,19 0,42 6,69 2,28 0,80 0,28 
–0,08 –9,00 4,30 –1,30 0,46 7,60 2,48 0,88 0,31 

 0 (dT ) /x dx ≤ 100 , Tw = , B 9= , 0 ( ) cos( /T x x= + π c10 9 2 )x , 1w = , 5γ =  
0,08 9,00 –8,10 4,01 –2,94 4,07 –2,42 1,59 –0,99 
0,04 9,00 –6,74 3,85 –2,62 3,65 –2,26 1,47 –0,92 

0 9,00 –5,72 3,64 –2,31 3,27 –2,08 1,33 –0,84 
–0,04 9,00 –4,97 3,45 –2,08 2,95 –1,92 1,19 –0,77 
–0,08 9,00 –4,38 3,28 –1,90 2,71 –1,76 1,10 –0,72 
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Продолжение таблицы 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 0 ( ) / 0dT x dx ≤ , 10wT = 0 ( ) 10 9cos( / 2 )wT x x x= + π , 1c =, 9B = , , 1γ =  

0,08 9,00 –4,29 1,29 –0,46 7,55 –2,49 0,88 –0,30 
0,04 9,00 –3,65 1,19 –0,42 6,69 –2,28 0,80 –0,28 

0 9,00 –3,13 1,09 –0,38 5,91 –2,05 0,71 –0,25 
–0,04 9,00 –2,74 1,02 –0,35 5,26 –1,87 0,65 –0,23 
–0,08 9,00 –2,41 0,94 –0,33 4,71 –1,67 0,58 –0,21 

 

Таблица 5 

Влияние начального перепада температуры между левой и правой границами 
на свойства амплитуд колебаний в полуоткрытом резонаторе 

 
0x =  wx x=  

В 
(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  (4)q∆  

 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 10wT = , 0 ( ) 10 cos( / 2 )wT x B x x= − π , 1c = , 1 0,04n = −  , 5γ =

–1 –1,00 0,65 –0,41 0,26 –0,37 0,23 –0,15 0,10 
–3 –3,00 2,01 –1,24 0,81 –1,13 0,72 –0,46 0,29 
–5 –5,00 3,48 –2,09 1,38 –1,93 1,214 –0,78 0,49 
–7 –7,00 5,05 –2,96 1,98 –2,77 1,728 –1,12 0,71 
–9 –9,00 6,74 –3,85 2,62 –3,65 2,26 –1,47 0,92 
 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 10wT = , 0 ( ) 10 cos( / 2 )wT x B x x= − π , 1c = , 1 0,04n =  , 5γ =

–1 –1,00 0,63 –0,40 0,25 –0,36 0,23 –0,15 0,09 
–3 –3,00 1,81 –1,19 0,74 –1,05 0,67 –0,43 0,27 
–5 –5,00 2,93 –1,96 1,21 –1,72 1,10 –0,70 0,45 
–7 –7,00 3,98 –2,72 1,66 –2,35 1,51 –0,95 0,61 
–9 –9,00 4,97 –3,45 2,08 –2,95 1,92 –1,19 0,77 

 

Таблица 6 
Влияние времени релаксации на свойства амплитуд колебаний в полуоткрытом резонаторе 

 
0x =  wx x=  

γ  
(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  (4)q∆  

 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 9B = − , 0 ( ) 10 9cos( / 2 )wT x x x= − π , 1c =, 10wT = , 1 0,04n = −  
0,5 –9,00 2,16 –0,41 0,08 –8,29 1,71 –0,35 0,07 
1 –9,00 3,65 –1,19 0,42 –6,69 2,28 –0,80 0,28 
2 –9,00 5,08 –2,27 1,14 –5,24 2,46 –1,22 0,58 
5 –9,00 6,74 –3,85 2,67 –3,65 2,26 –1,47 0,92 

10 –9,00 7,76 –4,96 3,96 –2,72 1,93 –1,43 1,03 
 0 ( ) / 0dT x dx ≥ , 9B = − , 0 ( ) 10 9cos( / 2 )wT x x x= − π , 1c =, 10wT = , 1 0,04n =  

0,5 –9,00 1,61 –0,35 0,07 –6,48 1,32 –0,28 0,06 
1 –9,00 2,74 –1,02 0,35 –5,28 1,87 –0,65 0,23 
2 –9,00 3,80 –1,97 0,93 –4,17 2,07 –0,98 0,48 
5 –9,00 4,97 –3,45 2,08 –2,95 1,92 –1,19 0,77 

10 –9,00 5,66 –4,55 3,07 –2,22 1,65 –1,17 0,86 
 

Пусть и есть соответственно точная нижняя и точная верхняя границы значений начальной 
температуры

 l   L  
 0 ( )T x , [0, ]wx x∈ . В ходе волнового процесса возможна одна из ситуаций:  

1) происходит всплеск нагрева,  (при ); температура импульсивно повыша-
ется до значений, превышающих верхнюю границу тем больше, чем меньше пара-
метр ;  

2) происходит всплеск охлаждения, 

/ 1T L >  0 ( ) / 0dT x dx ≥
 L ; отношение /T L  

 1n
/ 1T l < ; температура становится меньше нижней границы

(если ); отношение тем меньше, чем больше параметр .  
 l  

 0 ( ) / 0dT x dx ≤  /T l   1n
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Согласно таблице 4 имеем:  
- при ) / 0dT x dx ≥ = − γ n0 ( , B 9 , , 1 0,0 5= 8= −  в отдель е момент мени 1,811T L = ;
- при

ны ы вре  /   
 0 ( ) / 0dT x dx ≤ , 9B = , 5γ = , 1 0,08n =  – l/ 0,19T = . 

аким м, вза йствие овых в грани област одит к ительн аз-
ма ебани перат  грани бласти этом п тр ает существенное ие 
и на литуд перату на амп у тепл потока личие ытого натора

ачаль переп перат меж аница бразца емя р ации 

Т образо имоде  тепл олн с цами и прив  знач ому р
ху кол й тем уры на цах о . При араме  1n  оказыв  влиян

 амп у тем ры, и литуд ового , в от  от закр  резо . 
Н ный ад тем уры B  ду гр ми о  и вр елакс γ  также 

влияют на амплитуды температуры и ового : чем ше величины и  тепл потока боль  B   γ , тем в 
роких интервалах происходят колебания температуры и теплового потока (см. табл. 5 – 6). При
нии и

более ши-
 увеличе-

 B   γ  увеличивается время  затухания колебаний и число полупериодов  на интервале t∞ ∞ n  [0, ]t∞ . 
ний теплового поля определяются величиной γ , а от параметрЧастота и период колеба а не зависят. 

Так, при и 
 B  

1B = −  5γ =  получаем 0,696ν = , 7n∞ , = 24, 22t∞ = ; при 9B = −  и 5γ =  – 
при и

0,696ν = , 
12n∞ = , 46,83t∞ = ;  9B = −   10γ =  – 0, 494ν = , 16n∞ = , 93,8t∞ = . Таким о азом, при увеличе-

нии
бр

 n γ  уменьшается  (период колебани увеличивается), увеличиваются ν й ∞  и при личении
и также увеличиваются. Необходимо тить, что при любы  фи иро нных значениях

 t∞ ;  уве  B  
n∞  t∞    отме х кс ва  *( )Tλ , 
c  и γ  для за  и п ткрыто онато тотакрытого олуо го рез ра час  ν  колебаний ового  одна же 
величина. 

ткры езона Начал рофил перату монот  по ко те: 

T x x+ π

 тепл  поля –  и та 

О тый р тор. ьный п ь тем ры не онный ордина
0 ( )T x = sin(B / )w w ,  [0, ]wx x∈ ,         (8) 

где альны епад атуры ду сер  обра  его л авой ни-
цей ли B > T = и B лучае minT= .

 фазо лоско ющие имост е отивл

 B const≡  – нач й пер темпер  меж единой зца и евой (пр ) гра
. Ес  0 0

3 m 0<  по м 0T 0
axT ; пр 0 , то  3   

В вых п стях имеем следу завис и. Волново  сопр ение ( )TZ A  – моно-
тон бываю ункци литуд перату стойч усы лосконо у щая ф я амп ы тем ры. У ивые фок  на п стях ( , )g Q , ( ,T )qA A  
и типичны для изучаемых колебаний. При происходит чередование классической и некласси
ческой ситуаций (как и для ранее рассмотренных резонаторов, на фазовой плоскости

 ( , )Q E   0t ≥  -
 ( , )g Q  в I и

рантах Qg > щая. Пет-
ли динамического гистере исущи связи . Зависимость

 III квад-
0 , во II и IV 0Qg < ). Зависимость ( )E g  близка к линейной, монотонно возрастаю 

зиса пр  2 ( )Q−Ω  2−Ω  от на каждом отдельном пе-
риоде колебаний немонотонна , имеет максимум.  

Влияние волнового механизма о еноса аиболее выра тельно ояв ется в свойствах тепло-
вого тока q t вой и пр  изотерм ских гр  и тем ур средин аз-
ца. В аблица 9 даны ения литуд перат  тепло потока 0x . 
Был ринято /x x= + π )

 D  
 я

 тепл ер  н пр ля
ы

п зи
 оп  0 ( )  и ( )wq t   3 ( )T t  на ле авой иче аницах перат по е обр
 т х 7 –  свед об амп ах тем уры и вого  для dT 0 ( ) / dx ≥
о п  0 (T x sin(B ) , w) 10 0 1exp(n Tλ = λ  (причем (10) 1λ = ), c , 1= constγ = . 

Т а 7 

Влияние параметра нелинейно и сред на сво ва амплитуд колебаний кры м резонаторе 

аблиц

ст ы йст в от то
 

/ 2wx x=  0x =  
1n  

(1)T∆  (2)T∆ (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆  (3)q∆  (4)q∆   
 0 0

min)T T= 0 10w( / 2wx , 0T T0 = = 5, B = − , 0 5sin )T − , c =( ) 10x = ( / wx xπ 1 , 1γ =  
0,08 –0,76 –5,00 2,55 –1,64 0,91 3,56 –2,26 1,24 
0,04  –5,00 2,75 –1,70 0,96 3,84 –2,37 1,31 –0,81 

0 5,00 3,01 –1,78 1,06 4,09 –2,50 1,43 –0,87 –  
–0,04 – –1,86 1,13 4,29 –2,61 1,50 5,00 3,31 –0,92 
–0,0  4,66 8 –5,00 3,60 –1,91 1,19 –2,83 1,59 –0,96 

 0 0
min( / 2)wT x T= , 0 0

0 10wT T= = , 5B = − , 0 ( ) 10 5 / )wT x x x= − π , 1c = , 0,5γ =  sin(
0,08 –5,00 2,04 –1,03 0,47 4,66 –2,29 1,02 –0,49 
0,04 –5,00 2,19 –1,07 0,49 4,98 –2,44 1,08 –0,52 

0 –5,00 2,40 –1,14 0,54 5,32 –2,59 1,19 –0,58 
–0,0 2,64 1,20 0,57 5,61 – 72 4 –5,00 – 2, 1,25 –0,61 
–0,08 60 6,10 –2,94 1,33 –5,00 2,86 –1,24 0, –0,64 
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В открытом резонаторе возможно появление областей импульсного нагрева и охлаждения. Как и в 
полуо м резонаторе ожны ва , когткрыто , возм рианты да / 1T L >  и / 1T l < . В случае исх 0B <  про одит 
всплес ева, а при B >  – вс еск лаждени р как и в полуоткрытом резо-
наторе

к нагр 0 пл ох я. Пр а и этом п аметр 1n , 
, оказывает существенное влияние на амплитуды температуры и теплового потока. Согласно таб-

лице 7 имеем при 1γ = , 1 0,04n = −  в отдельные моменты времени / 1,636T L = . 
Параметр B  также влияет на амплитуды температуры и теплового потока: чем больше B , те

лее ши
м в бо-

ироких интервалах происходят колебания температуры и теплового потока (см. табл. 8). Пр  увели-
чении B  увеличивается время t∞  затухания колебаний и число полупериодов n∞  на интервале [0, ]t∞ . 

 
Таблица 8 

Влияние начального перепада температуры между левой и п авой границами  
на свойства амплитуд колебаний в открытом резонаторе 

/ 2w 0x

р

 
x x=  =  

В 
(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  (4)T∆  (1)q∆  (2)q∆ (3)q∆  (4)q∆   

 0 0
min( / 2)wT x T= , 0 0

0 10wT T= = , 0 ( ) 10 sin( / )wT x B x x= + π , 1c = , 1γ = , 1 0,04n = −  
–1 –1,00 0,61 –0,36 0,21 0,83 –0,51 0,29 –0,17 
–3 –3,00 1,91 –1,10 0,66 2,53 –1,54 0,89 –0,54 
–5 –5,00 3,31 –1,86 1,13 4,29 –2,61 1,50 –0,92 
–7 –1,32  –7,00 4,80 –2,64 1,63 6,22 –3,78 2,17 
–9 –1,72 –9,00 6,36 –3,41 2,11 8,28 –5,02 2,83 
 0 0

min( / 2)wT x T= , 0 0
0 10wT T= = , 0 ( ) 10 ( / )wT x B x x= + π ,sin 1c = , 1γ = , 1 0,04n =  

–1 –1,00 0,59 –0,35 0,20 0,81 –0,50 0,27 –0,17 
–3 –3,00 1,70 –1,03 0,59 2,36 –1,46 0,81 –0,49 
–5 ,00 5 70 0,9 3,84 –2,37 1,31 –5 2,7 –1, 6 –0,81 
–7 –7,00 3,73 –2,35 1,32 5,23 –3,23 1,80 –1,10 
–9 –9,00 4,65 –2,98 1,67 6,55 –4,05 2,26 –1,38 

 
Таблица 9 

Влияние времени релаксации на свойства амплитуд колебаний в открытом резо  

/ 2wx x=  0x

наторе
 

=  γ  
(1)T∆  (2)T∆  (3)T∆  ∆ (1) (2 (3) (4)(4)T  q∆  )q∆  q∆  q∆  

 0 0
min( / 2)wT x T= , 0 0

0 10wT T= = , 5B = − , 0 ( ) 10 5sin( / )wT x x x= − π , 1c = , 1 0,04n = −  
0,1 0 0,84 –0,12 0,02 9,41 –1,51 0,22 –0,03 –5,0
0,2 –5,00 1,63 –0,46 0,13 7,68 –2,32 0,66 –0,19 
0,5 –5,00 2,63 –1,20 0,57 5,66 –2,76 1,26 –0,61 
1 –5,00 3,31 –1,86 1,13 4,29 2,6– 1 1,50 –0,92 
2 –5,00 3,87 –2,51 1,80 3,22 –2,29 1,53 –1,09 
5 –5,00 4,41 –3,23 2,71 2,15 –1,73 1,34 –1,09 

10 –5,00 4,76 –3,70 3,34 1,56 –1,37 1,11 –0,97 
 min( / 2)wT x T= , 10wT T= =0 0 0 0

0 , 5B = , ( ) 10 5sin( / )wT x x x= − π , 1c = , 1 0,04n =  0−
0,1 –5,00 0,66 –0,10 0,01 8,21 –1,20 0,18 –0,02 
0,2 –5,00 1,33 –0,39 0,11 6,76 –2,00 0,54 –0,15 
0,5 –5,00 2,19 –1,07 0,49 4,98 –2,44 1,08 –0,52 
1 –5,00 2,75 –1,70 0,96 3,84 –2,37 1,31 –0,81 
2 –5,00 3,21 –2,33 1,53 2,89 –2,10 1,36 –0,98 
5 –5,00 3,67 –3,09 2,30 1,94 –1,62 1,20 –0,99 

10 –5,00 3,92 –3,56 2,81 1,42 –1,26 1,01 –0,89 
 
Частот од) колебаний те о поля в сит раметр д ляе и-

чи
а (пери пловог  не за и и еот па ов n  1  B , а опре тся вел

ной γ  t∞  и n: при чении увели  γ  уменьшается  (пе ан еличи увел ю сяр ), тиод колеб ий ув вается ичива ∞ . ν
Пр м, еси это ли 10γ = , то  обра частота баний ого п как и ух 
ране рассмо х рез ров, о чинами офизических свой , 

 ν = 0,982 . Таким зом,  коле  теплов оля, для дв
е тренны онато пределяется вели  тепл ств λ *( )T c , γ , но 

отличается от ты ко  зак  (полу ытого) атора рно в .  часто лебаний рытого откр резон  приме 2 раза
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Заключение. Изучено влияние начального температурного профиля, нелинейных теплофизиче-
ских свойств материала, релаксации теплового потока на лебания теп о поля в об-
разце материала, облада о локально-неравновесными тепловыми свойствами. Рассмотрены три типа 
резонаторов (закрытый, полуоткрытый, открытый), различающиеся между собой структурой темпера-
турной неоднородности. 

n

 собственные ко ловог
ющег

е и

т пульс й 
нагрев чем больше пара меньше величины 

Параметр н линейности среды 1  в значительной степени влияет на амплитуды   ко-
лебаний температуры и теплового потока в полуоткрытом и открытом резонаторе. При этом в случае 

0 ( ) 0dT x dx ≥  на интервале [0, / 2]wx x∈  (когда в образце в начальный момен происходит им ны

( )iT∆  ( )iq∆

/
) метр 1n , тем ( )iT∆  и В случае ( )iq∆ . 0 ( ) / 0dT x dx ≤ , 

[0, / 2]wx x∈  – противоположны результат: при увеличении величиный  1n   ( )iT∆ , ( )iq∆  увелич
В закрытом резон  с увеличением 
величины имеем: если dT

иваются.  
аторе влияние параметра n  выражено в меньшей степени. При этом1

0 ( ) / 0x dx ≥ , то амплитуды ( )iT 1n   ∆  становятся больше; если 0 ( ) / 0dT x dx ≤ , то 
амплитуды становятся меньше; а метр существенно не влияет. 

Начальный епад температур между границами образц  оказывае значительное влияние на 
всплески температуры и теплового ка. Чем льше величина ем в оле широких интервалах 
про одят к ия температуры о , тем  величины

 ( )iT∆  величины ( )iq∆  пара  1n  н
 пер а т  

 пото  бо т  б е   B , 
 ( )iT∆ ( )iq и ∆исх олебан и тепловог потока больше . Пр  в 

пол крыто крыто зонато зможн учаи,  темп а в фиксированн ке 
и этом

уот м и от м ре рах во ы сл когда ератур ой точ
i

0
maxT  0

min . x x= танов ачите выше велич
 увеличением времени релак

 с ится зн льно (ниже) ины ( )T
 γ  величины амплитуд ( )iT∆ , ( )iq∆  С сации увеличиваются же 

уменьшается частота колебаний теплового по  в каждом из резонат ов. сто  и пери  колебаний 
определяютс инам офизических свой

, а так
 ν  ля ор Ча та од

я велич и тепл ств *( )T *( )T , cλ , γ  и н ят от ов
При ксиро х значениях , 

е завис параметр  1n  и B . 
 *( )Tλ , (c T* фи ванны ) γ  в ныеличи  ν  в открытом ытом откр -

зон ах отл ся при  в 2 р
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