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Известно (см., например, (х)), что последовательность функций {х'"}, 
где 0 < Хх < Х2 <... < Хя <..., 11m Хп= <х>, полна в классе непрерывных 

п—>со
ОО

функций на отрезке [0, 1] тогда и только тогда, когда У, Х~! = ос. При
л—1

соблюдении последнего условия только из равномерной сходимости 
последовательности полиномов

Р^^ащх^ (п=1, 2, ...) (1)

7=1

на отрезке [0, 1] нельзя, следовательно, вывести иных свойств пре­
дельной функции, кроме того, что она на отрезке [0, 1] непрерывна.

В настоящей статье доказывается
со

Теорема 1. Пусть 0 < Xj < Х2 <... < Хп <... «V <; ос . Если
п—\

последовательность (1) равномерно сходится на отрезке [0, 1], то 
тогда она сходится и в области 0<С|ж|<1, —ос<;argх<со, при­
чем на любом ограниченном замкнутом множестве этой, области 
сходится равномерно. Предельная функция в указанной области 
есть, следовательно, аналитическая.

Доказательство. Из равномерной сходимости последователь­
ности (1) на отрезке [0, 1] вытекает ее равномерная ограниченность. 
Поэтому, полагая ;г;. = X,. + 1, х = e~z, получим, что последовательность 

^=^апіе~^ (п=1,2,...) (2)

7=1

равномерно сходится на отрезке [0, ос) и удовлетворяет на этом 
отрезке условию:

I Qn (г) I < Ме~г (7И= const). (3)
ОО ОО

Заметив, что в сиду условия У ;т.у < ос произведение ТТ Г1___ Е_ 
А <

сходится, 'введем функции:
k

п=1
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Fk (и)= 1 тт 1 — У ! V-n 
(1 + У-)2 П + У I Уп n—k

(Л = 1, 2, ...).

В замкнутой полуплоскости Rep?>0 эти функции по модулю не пре­
восходят 11 + р |~2. Поэтому функции действительного переменного 5

OOZ
fk («) = .А dy (£ = 1,2,.. .)
J ’ 2т« j 1 + р / р* v ’

—СОІ

равны нулю при s^O, непрерывны при s^Q и по модулю меньше 
единицы. Последовательность этих функций на отрезке [0, оо) равно­
мерно сходится к функции se~s. В силу известных формул обращения 
интегралов Лапласа, имеем при Rep>0:

со

( fk (s) е~^ ds (k = 1, 2, ..
1 + УІУк И ’ '

О

Отсюда, положив s — t— z, где фиксированное z/>0, получим:

Г^/ р* е^г = \ f At ~ A е~^ dt = (t—z) e~^ dt.
z 0 z

(4)

Введем операторы:

0(4= \fAt~z^{t)dt (£=1,2,...). (5)
0

В силу (3), на отрезке [0, оо) 

|MJQn(z)]|<A4, (6)

а в силу (4) на том же отрезке

₽A>n(z) = MJQn(z)]= (7)
1 г и / Ак 

7=1

Кроме того, при фиксированном k последовательность функций 
{₽*, п (z)} на отрезке [0, оо) равномерно сходится, что видно из (5). 
Наконец, введем в рассмотрение функции

<оп(г)=-22
k=l

Ук + z I Ук
(n= 1, 2, ...).

ОО

В силу условия у р.^1 < ОО и 
к=1 

плоскости Rez^O регулярны и

условия (6) они в замкнутой 

удовлетворяют неравенству

полу-

k=\
(8)
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На любом ограниченном замкнутом множестве указанной полуплоско­
сти последовательность этих функций равномерно сходится.

На основании легко доказываемого тождества

4 ^+i W Ф*-і Щ 1 = FHn) 
2j 1+ (л/цр+ v-j/v-k 2(ц— Цу)(1 +
k=l

далее получим, в силу (7), что при j>n (р.7) = 0, а при j-^n

/ х /СП^ИхГ1/) Ц _|_

После этого рассмотрим интеграл 

L

где проходимый в положительном направлении замкнутый контур L 
образован двумя лучами, составляющими с положительным направле­
нием действительной оси углы, соответственно равные ср и — <р, при­
чем 0 <<р <іг/ 2.

Так как вдоль контура L, когда | р. | > г0 (е), выполняется, что 
нетрудно показать, неравенство 

то, следовательно, в силу (8), функция Ап (г) есть аналитическая, во 
всяком случае, в угле | arg z ] < тс / 2 — <р. Кроме этого, в силу равно­
мерной относительно п оценки (8) и того факта, что на любом ограни­
ченном замкнутом множестве полуплоскости Re pi О последователь­
ность {«„(р)} равномерно сходится, заключаем, что на любом ограни­
ченном замкнутом множестве угла | arg z К тс / 2 — а последовательность 
{Дп(г)}, а следовательно, и последовательность \е~г An(z)] равно­
мерно сходятся. Но, на основании (9),

п а . нг
А» & = 2 (TTV А"

Изменяя угол <р в пределах 0 <9 / 2, мы получим, что после­
довательность (2) на любом ограниченном замкнутом множестве 
полуплоскости Rez>0 сходится равномерно. Из этого тогда будет 
следовать, что последовательность (1) равномерно сходится на 
любом ограниченном замкнутом множестве области 0<|х(<И, 
— оо < arg х < оо, что и требовалось доказать.

Из установленной сходимости последовательности функций

Рп & = Рп = 2 (« = 1- 2, . . .)
/=1

в полуплоскости Rez>0 итого факта, что lim = 0, вытекает, на 
л—>оо

основании работы (2), что: 1) предельная функция f (z) = lim Рп (z) ре­
гулярна в полуплоскости Re z> а, где а<0, причем при а — оо Пря- 
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мая Re z = к для функции / (z) является купюрой; 2) существуют пре­
делы lim anj = a, (j =1,2,...); 3) в том случае,' когда величина 

п—>оо
ОО

8 = 11m у- In I -sr. I, Л (z) = ГТ 1 — ,
л->ео Хл Ml ' 11 < ХМ

конечна, ряд V сходится во всяком случае в полуплоскости
/=1 _

Re z > а -|- 8 и притом к той же функции / (z).
Эти результаты применительно к последовательности (1) формули­

руются следующим образом:
Теорема 2. В условиях теоремы 1: 1) предельная функция 

f (х) = lim Рп(х) регулярна в области 0 < | х | <О> — о© <arg х<оо, 
где р/> 1, причем при р < оо граница этой области является для 
функции f(x) купюрой; 2) существуют пределы lim anj = а, 

п—>оо
(7= 1,2, ...); 3) в том случае когда величина

СО 2
Y = Пт + М

л—>оэ J V Л/ '

ОО
отлична от нуля, ряд ^ajX1’ сходится и притом к функции f (х) в 

i=i
области 0 <б | х | <Т РУ, —оо <^argx<^oo.

Поступило
28 III 1950
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