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В современной дифференциальной геометрии важное значение 
имеют псевдогруппы преобразований, в частности, псевдогруппы пре­
образований Ли, изучение которых, в силу теоремы Медолаги, тесно 
связано с теорией геометрических дифференциальных объектов (х). 
Однако до сих пор мы не имеем общей теории псевдогрупп преоб­
разований, так же как и построенной с современной точки зрения 
теории псевдогрупп преобразований Ли. Попытка установления неко­
торых общих положений этой теории является задачей настоящей 
заметки.

Пусть М— произвольное множество и/ —некоторое подмножество 
произведения АІхАГ. Отображение (в общем случае многозначное) 
т Рг2 (/ И ({т} х АГ)) подмножества prrf на подмножество pr2f в М 
мы будем называть обобщенным частным преобразованием в АГ, для 
которого / является графиком. В дальнейшем мы будем отождест­
влять обобщенные частичные преобразования с их графиками и обо­
значать их одинаковыми символами. Пустое подмножество 0 в МхМ 
мы будем считать также графиком преобразования, определенного на 
пустом подмножестве в М, которое будем называть пустым преобра­
зованием. А1, являющееся образом / при канонической симметрии (2) 
в AfxAT, будем называть обратным преобразованием для f. Преобра­
зование *//=  РЪ ((/х И (-^ X/)) будем называть произведением 
(2) преобразований / и/. Умножение преобразований, как известно, 
будет ассоциативно и удовлетворять соотношению (ff)1 = flf}- Пусть 
F — некоторое множество преобразований в М. Семейство пре­
образований из F называется совместным в F, если преобразование 

U ft, называемое объединением преобразований семейства, также при- 
«€ I

* Операция проектирования рг13 определяется так: pr13(mt, т3, = (дар пК).

надлежит F. Обозначим через А°А> где /ъ f^F, подмножество 
преобразований из F, определяемое условием: /ГА°А равносильно 
fifi с f- Подмножество /2 оназовем относительным произведением 
преобразований f1 и А из F. Относительное умножение преобразо­
ваний из данного множества F в общем случае будет неассоциативно. 
Относительное умножение преобразований из F мы можем рассмат­
ривать как многозначную бинарную операцию, определенную для всех 
паР А> А, Для которых А°АА0- Это открывает возможность пред­
ставления множеств с заданной произвольной (в общем случае мно­
гозначной и неассоциативной) бинарной операцией с помощью множеств 
преобразований. При этом пока остается открытым вопрос о том, 
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всегда ли возможно такое представление, и если нет, то при каких 
условиях оно возможно.

Если ff1 с Д и f1/ с: Д, где Д — диагональ М X М, то преобразо­
вание / определяет взаимно-однозначное отображение pi\f на pr2f.

Считая пустое преобразование взаимно-однозначным, мы получаем, 
что произведение взаимно-однозначных преобразований будет всегда 
взаимно-однозначным преобразованием. В дальнейшем мы будем рас­
сматривать только взаимно-однозначные частичные преобразования мно­
жества М, совокупность которых обозначим через 2. Пусть Г с $. 
Т называется полупсевдогруппой преобразований, если =^=0 для 
всех 4, t2 € Т. Полупсевдогруппа называется мультипликативно полной, 
если t2t1f:T для всех t2^T. Полупсевдогруппа называется псевдо­
группой, если из t^T следует t^^T. Псевдогруппа преобразований, 
для которой относительное умножение преобразований ассоциативно 
и каждое содержит частичное тождественное преобразование, 
может рассматриваться как абстрактная мультигруппа, мы назовем ее 
мультигруппой преобразований. Если все относительные произведения 
состоят из одного элемента, то мультигруппу преобразований можно 
рассматривать как абстрактную группу, и мы будем называть ее груп­
пой преобразований. Это определение группы преобразований является 
обобщением по сравнению с обычным. Оно совпадает с обычным толь­
ко в случае мультипликативно полной группы преобразований.

Пусть теперь М — топологическое пространство. Обозначим через 
подмножество в X состоящее из всех преобразований в М, явля­

ющихся гомеоморфизмами между открытыми множествами в М. Мно­
жество преобразований Н с § называется топологически полным, если 
выполняются условия: 1) из U hi где h^H, следует U h^H-, 

_ _ 'б Г _
2) из hch^H, где h^^, следует h£H.

Произведение преобразований из ® есть также преобразование из 
& Легко видеть, что топологически полная псевдогруппа будет также 
мультипликативно полной.

Прежде чем перейти к определению псевдогрупп преобразований 
Ли в общем пространстве Веблена — Уайтхеда Хт мы рассмотрим нуж­
ную для этого общую теорию изоморфных отбражений произвольного 
множества простых пространств Клейна. Пусть — множество
изоморфных между собой простых пространств Клейна и 0- некото­
рое множество изоформных отображений между этими пространствами. 
Обозначим через подмножество 0, состоящее из всех изо­
морфных отображений 6 пространства Kt на пространство Если 
все 0^.7^=^ то 0 называется транзитивным. Очевидно, что в случае 
нетранзитивности 0 множество (Кі^і можно разбить на подмноже­
ства XtA, таким образом, что — ® приХ^Х' и 0,-. ,.,=/=
=г И при X = X'. 0 в этом случае разбивается на подмножества 0х = 
= U 0^/^, каждое из которых будет транзитивным для соответствую­
щего подмножества пространств Клейна. Таким образом изу­
чение нетранзитивного множества изоморфных отображений может быть 
сведено к изучению транзитивных множеств. Множество изоморфных 
отображений 0 называется замкнутым, если выполняются следующие 
условия: 1) из 0 €0іЛ 6 €0щ-" следует 00 60Й"; 2) из 0 60«' следует 
О-1€0^. Если 0 замкнуто, то подмножества Af = 0,f, состоящие из 
автоморфных преобразований в будут являться группами. Пусть 
0 замкнуто и транзитивно. Рассматривая Af как группу преобразований 
х = ха1, а€Аг, в множестве Kj предпочитаемых координатных систем 
пространства мы получаем разбиение К,- на системы транзитивно­
сти, совокупность которых обозначим через Для того чтобы две 
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координатные системы х и х принадлежали одному и тому же под­
множеству !€©<, необходимо и достаточно, чтобы преобразование х"1 х 
принадлежало Af. Пусть х, x€t, где Рассмотрим соответствующие 
им при изоморфных отображениях 0, 0 € 0,у координатные системы 
/ = к0-1, х' = х 9 1 из Kf/. Из соотношения х'-1 х' = 0 х 1 хО1 мы полу­
чаем, замечая, что х^хбА^ в силу замкнутости 0, х'-1 х'€ А,./, откуда 

х' € Г, где Г € Йу. Легко видеть, что это означает, что все отображе­
ния из 0«' определяют одно и то же отображение на №{'. Пользуясь 
тем, что 0 замкнуто и транзитивно, мы получаем отсюда взаимно­
однозначное соответствие между всеми множествами Пусть x€f, 
х' tf, где и соответствуют друг другу. Покажем, что от­
сюда следует, что изоморфное отображение х'-1х Ki на Кі' принадле­
жит 0«'. Пусть 9€0fi/, тогда х'= хб 1 € F. Пользуясь соотношением 
х'1 х = х' 1 х'О и замечая, что х'-1 х'€ А^, мы получаем, в силу замкну­
тости 0, х' -1х€0н/.

Таким образом, 0Й> состоит из всех отображений х' *х, где x€t, 
х' €f, x'€f, т. e. из всех изоморфных отображений Kt на К/, опре­
деляющих одно и то же данное отображение на Определим 
в каждом Kt геометрический объект Q,-, для которого является 
множеством прообразов его значений, таким образом, что для соответ­
ствующих прообразов значений значения геометрических объектов 
равны.

Нетрудно видеть, что 0 будет множеством всех изоморф­
ных отображений, при которых геометрические объекты со­
ответствуют друг другу. Если 0 нетранзитивно, то, разбивая его 
вышеуказанным образом на транзитивные подмножества 0л, мы по­
строим соответствующие геометрические объекты 2< так, чтобы и

r при не были эквивалентны., Тогда 0 будет множеством 
всех изоморфных отображений, при которых геометрические объекты 

соответствуют друг другу.
Пусть Хп— общее пространство Веблена — Уайтхеда, для простоты 

предполагаемое аналитическим. Пусть Р — произвольная топологически 
полная псевдогруппа регулярных аналитических точечных преобразо­
ваний в Хп. Р будет индуцировать для каждого ^=1,2,... множе­
ство 0(г,) изоморфных отображений касательных пространств Tvn по­
рядка V, ассоциированных с точками Xw которое будет замкнутым. 
Если Р транзитивна, то 0^ будет также транзитивным. В противном 
случае 0^) будет разбиваться на транзитивные подмножества 0(^, опре­
деляющие отображение касательных пространств, ассоциированных с 
точками одних и тех же систем транзитивности Р. Р называется диф­
ференциально определимой псевдогруппой преобразований в Хт если 
для некоторого v она содержит все регулярные аналитические пре­
образования в Хп, индуцирующие изоморфные отображения касатель­
ных пространств, содержащиеся в 0<Ч Отсюда следует, что всякая 
дифференциально определимая псевдогруппа преобразований в Хп 
является псевдогруппой инвариантности некоторого геометрического 
дифференциального объекта в Хт множества однородности которого 
совпадают с системами транзитивности псевдогруппы.

Следуя определению самого Ли, данному им, впрочем, для преоб­
разований в арифметическом пространстве, мы будем называть Р псев­
догруппой преобразований Ли в Хп, если ее преобразования в коор­
динатах определяются решениями неограниченно интегрируемых систем 
дифференциальных уравнений порядка v вида

ФЛ(^АА„.«,) = 0 (s = l,...,^). (1)
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Каждая система значений всех переменных £а,а (s=1,...,t>) 
определяет изоморфное отображение касательных пространств Tvn&) 
на Tvn (fa), для которого/^ является компонентами связующего объ­
екта отображения (*). Таким образом, уравнения (1) определяют некото­
рое множество изоморфных отображений касательных пространств, 
которое при этом будет индуцироваться самой псевдогруппой Р 
в силу неограниченной интегрируемости уравнений (1). С другой 
стороны, по самому своему определению с помощью уравнений (1), 
Р содержит все преобразования, индуцирующие отображения каса­
тельных пространств, принадлежащие ©(г,), откуда следует, что всякая 
псевдогруппа преобразований Ли в Хп будет дифференциально опре­
делима.

Это дает теорему Медолаги в ее современной формулировке:
Каждая псевдогруппа преобразований Ли в Хп является псевдо­

группой инвариантности некоторого геометрического дифферен­
циального объекта в Хп.

Саратовский государственный университет Поступило
им. Н. Г. Чернышевского 27 11 1950
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