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В настоящей работе излагается новый метод определения коорди­
нат центра изгиба. Этот метод отличается от существующих методов 
тем, что он позволяет определять координаты центра изгиба, не зная 
закона распределения касательных напряжений при изгибе. Мы пока­
жем, что для определения координат центра изгиба достаточно знать 
лишь контурные значения продольных перемещений или контурные 
значения касательного напряжения, причем не при изгибе, а при 
кручении. Этим значительно расширяется круг задач, для которых 
можно будет определять координаты центра изгиба.

Пусть и, v и w— компоненты перемещения при кручении. При­
мем, что брус расположен горизонтально. Начало координат поме­
стим в центре тяжести крайнего левого сечения бруса, ось х напра­
вим вдоль геометрической оси бруса, взаимно перпендикулярные 
оси у и г расположим в крайнем левом сечении бруса произвольно. 
Примем также, что закрепление осуществлено в окрестности центра 
тяжести крайнего левого сечения бруса. При этих условиях, полагая, 
согласно Сен-Венану,

Хх = Yy = Zz = Yz = О, 

имеем

v = —^xz, w = (poxy, (1)

где <р0 — относительный угол закручивания. Компонент перемещения 
и удовлетворяет уравнению Лапласа 

и условию на контуре

— = <р0 [г cos (v, у) - у cos (у, г)], (3)

где V —внешняя нормаль к контуру.
В задаче об изгибе, при аналогичных условиях закрепления, пола­

гая, что оси у, z — главные центральные оси, принимая, согласно 
Сен-Венану, что

Рг (l — x)z
Yy — Zz = Yz = О,
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для компонентов перемещения получаем:

Pyd~ 1 у.Ру(1 — х)у3 y.P2(l — x)yz
6Е1г ' 2Е1г 4 ЁГу

^Py{l-x)z3 РуРх РуР 
2Е1г + 2Е( &Е1г ’

Рги-хУW = ---йТЛ------ ЬЕІу
^(l-xjy3

2EIy 
P^x

+ 2ЕІу

V-Ру (l — x)yz ilP2 {I — х) z3
Е'г

PZP 
~ ^ЁГ. '

2EI,
(4)

В этих выражениях слагаемые, соответствующие, согласно критерию 
Сен-Венана, кручению, отброшены. Компонент перемещения и удо­
влетворяет уравнению вида

= _ (руУ , 
ду3 + dz3 ~ Е V Iz + I ) (5)

и условию на контуре
(ди dv\ ' , , (ди . dw\ , .+ д-х)™^ + + 1ГхУ^^ = ^ (6)

Чтобы привести задачу об изгибе к проблеме Неймана, полагаем

Pz(l-x)3z Py(l-x)3y pvy3 Р^
2EIy + 2Е1г ЪЕ1г ~ 2ЁГу + Ф г)> (7)

где ф(у, z) — функция, гармоническая всюду внутри области, ограни­
ченной контуром сечения. Контурное условие для функции ф (у, z) 
после некоторых упрощений принимает вид:

u Pyz2
2 Е1г

РгУ2
2 Ely

Р РЛУ 
2Е(, cos (v, у)

рр 'I
WJ cos (v, z). (8)

Определение координат центра изгиба. Условие рав­
новесия 2/дЛ = 0 для отсеченной части бруса имеет вид

— Zxy) dF — PyZ + Ргу = О, 
г (9)

где у и z — координаты центра изгиба. Заменяя Yx и Zx их выраже­
ниями через перемещения и учитывая (4) и (7), получаем

(}-2}^--^-£)P-^-]‘lF-PE+P.y=o. (10)
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Применяя формулу Римана, находим

5 (Жz ~ й X)dF=Ф cos ~у cos ds’
F

причем, на основании (3), 
duk

z cos (v, y) — у cos (y, z) = ,

где ilk — функция и при кручении, отнесенная к <р0- Следовательно,

Учитывая, что ф и ilk — функции, гармонические всюду внутри обла­
сти, ограниченной контуром поперечного сечения бруса, на основании
формулы Грина получаем

Подставляя в (10), находим

+О - -0 ~ Ю*+Р-^°-

В этом выражении заменим дф / dv на основании (8); после ряда упро­
щений получим:

ик [у2 cos (v, y)+2^yz cos (v, z)] ds-(l -2p.)$ y2z dF-2(\ + y.)Izz} +

4- т“|ф fc2 cos (v> z) + 2y.yz cos (v, y)] ds +

+ (1 — 2p) yz*dF + 2 (1 + p) = 0,

откуда
2 (1 + p) Цу = “ ф Uk cos (v> + 2pyz cos ds “ ~2^ 5 yz*dF'

(H)
2 (1 + p) l7z = (f) iik [y2 cos (v, y) + 2[iyz cos (v, z)] ds - (1 - 2p) y2z dF.

Формулы (11) определяют в наиболее общем виде связь между 
координатами центра изгиба и геометрическими размерами сечения. 
Мы видим, что для определения координат центра изгиба нет надоб­
ности знать распределение касательных напряжений при изгибе, 
достаточно знать лишь контурные значения функции ик- Без доказа­
тельства приводим формулу, которая весьма полезна во многих слу­
чаях, особенно, когда задача о кручении решена приближенно в 
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компонентах напряжения, а также при экспериментальном определении 
функции tih с помощью аналогии Прандтля

ик==~^ \^ds- J ?ds, (12)
о о

где ts — равнодействующее касательное напряжение в точках конту­
ра, pv — проекция радиуса-вектора точки контура на нормаль.

Формулам (11) можно придать также следующий вид

Iyy = — { UkZdF + —£—- С ^.ydF, 
р 1 1 М

- с г (13)
hz = и^у dF + \ ^kzdF,

F F
где ^-функция напряжений при кручении, отнесенная к G<p0.

Заметим, что если в качестве критерия отсутствия кручения при­
нять критерий Треффтца, то для определения координат центра изги­
ба получаются формулы

1уУ = —у UkZdF, Izz = uhydF. (j4^
г F

На доказательстве этих формул мы здесь не останавливаемся.
Сопоставляя (13) и (14), мы приходим к выводу, что высказывания 

некоторых авторов, что критерии Сен-Венана и Треффтца не приводят 
к сколько-нибудь существенным расхождениям в значениях коорди­
нат центра изгиба, не обоснованы.

Поступило
9 II 1950
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