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МАТЕМАТИКА

И. П. НАТАНСОН

О ПОРЯДКЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНОЙ 2л-ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ ПРИ ПОМОЩИ ЕЕ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 6III1950)

Теорема 1. Пусть f(t) есть непрерывная ^-периодическая 
функция с модулем непрерывности со (8). Если

ТС

\ ) 1 — 2r cos (/ — х) + К (1)

есть ее интеграл Пуассона, то при всех х и г (г0<>-<1) будет

| Р(х, г) -/(х) | < Aw [(1 — г) | In (1 — г) | ], (2)

где К есть постоянная, зависящая только от г0.
Доказательство. С помощью простых преобразований получаем

тс/2

о = - 5 №+и)+/ (^ - 
о

Кроме того,
тс/2

— dt = 1. (3тс j (1 — г)2-J-4rsin2 / v
о

Поэтому
п/2

Р(х, r)-f(x) = ^ [f(x + 2t) + f(x - 2t) - 2/(x)] -7^^—ТГ dt. 
J ' ' М'

Ho I f(x + 2t) +f(x — 2t) — 2f (x) I < 2ы(2і). С другой стороны, 
co (X8) (1 + X) co (3), и потому

м2о<{1 + (1_,ДД_-^|}ч(1-'-)|1п(1-г)|].

Отсюда и из (4), с учетом (3), вытекает, что

\P(x,r)-f(x)\^

<<0 [11 - г) I In (1 - г) | ]! 1 + J 1 ■
А
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t dt 
тс2 (1 — г)8Н- 16г/2

2Замечая, что г<1 и sin t — t, последнюю оценку можно усилить:

тт/2
\Р(х, r)-f(x) —г) |1п(1 -Г)|]|1 + $

1 о
откуда

Iг) - / (х) | < « [(1 - г) I In (1 - г) I ] р + 2r|ln^_r) In j.

Значит, при условии будет

-f>|ln(l—г)|ф + + £},

чем и доказана наша теорема. 
Замечание 1. Из доказательства видно, что

В частности, при г0 = г/2 получаем К = 1 + 2тг.
Замечание 2. Порядок оценки (2) улучшить нельзя. Действи­

тельно, для функций, удовлетворяющих условию Липшица, оценка (2) 
принимает вид

\Р(х, г)—/(х)|<М(1 г) | In(1 — г)|,

где М — постоянная, зависящая от функции. Беря, в частности, в ка­
честве/(£) 2тг-периодическую функцию/х Д), совпадающую с |Z| на 
[— к, -л:], получим

тт/2

О
откуда

m г)-А(0)>
тг/2

4 Г (1 — г2) t di _ 1 — г2 (1 — г)2 + л2
л J (1-г)2 + 4/2— 2т: П (1 —Г)2

О

и, тем более,

|Д(0, Г)| 1п(1 — г)|.

Ограничиваясь функциями, удовлетворяющими условию Липшица, 
можно получить более точные результаты. Именно, пусть Ыр^. есть 
класс всех 2я-периодических функций, у которых j/(x) — f(y) | <; 
-Ox —j/|“. Для каждой из них по формуле (1) вводим интеграл 
Р(х,г), полагаем А (/, г) = шах (Р(х, г) — /(х) | и вводим величину

и (а, г) = sup {A (f, г)},

где /(х) пробегает весь класс Ыр^. При этих обозначениях имеет 
место

Теорема 2. Если 0 <^г0 
ские формулы*

* Из формулы (6), в частности, вытекает, что для функций класса Lip-pi, где 
а < 1, будет | Р (х, г) — f Д) | < К (1 — г)“ где 0 < r0 <r< 1 и К зависит лишь от ги. 
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1, то справедливы асимптотиче-



«(1, г) = А(1 -r)| in(l -г)|4- О(1 -4

и (а, г) = (1 — r)asec - + 0(1 — г) (0<а< 1).

(5)

(6)

Доказательство. Формула (4) показывает, что для любой 
функции /(л) из Lipp. будет

△(Л 2’+а с (1 — ra) i di 
+ J (1 — /j2 + 4r sin21

о

Значит, и и (а, г) не превосходит этой величины. Но для 2~-пери- 
одической функции /«(£), совпадающей с |da на [—к, к], будет

п/2 9
р /о / (о) — -_ a С ~~1 dt—М о МД ~ \ (i-r)2 + 4rsin2/

о

Отсюда вытекает точное равенство

2!+a А (1 _ pdf
И (а, Г) — — J + 4rsin2t •

о

Но а>0, и потому*

* Здесь и в, дальнейшем через О (1 — г) обозначается величина, не превосходя, 
щая К (1 — г), где, однако, постоянная К зависит от г0.

, , "/221+а А _ Г2) pdt
и (а> О ~ я \ (1 — r)2 + 4Н2

о

+ 0(1-г). (7)

Если а = 1, то последний интеграл вычисляется в конечном виде, 
что дает формулу

/, \ 1 — Г2 , (1— г)2 + ТС2/" , f , 1 1«О’ г) = In -дттдг- + О U — 4

равносильную (5). Если же а<С1, то мы произведем в интеграле, 
стоящем в (7), подстановку, принимая за новую переменную величину

4г/2
х - (М + •

Это приводит к равенству

. . (1 + г) (1 - r)a«(«> г) = 1-----
2лг 2

+ О(1~Г).

Но а<Д1, и потому

nsr/(l~r)2 a—1 +<»
[ ( АІ- dx + 0((1 — r)I-a).
J 1 + X Jl+x '

0 'o
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Значит,

Остается заметить, что
-|-со а —1

fx 2 dx
1 + х 

о

ла= к sec ,

чтобы получить формулу (6).
Поступило 
3 III1950
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