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УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ 

С ПРИСОЕДИНЕННЫМ МАТЕМАТИЧЕСКИМ МАЯТНИКОМ 

Исследована колебательная система из весомого стержня, вращающегося вокруг 

горизонтальной оси, и прикрепленного к нему математического маятника, которая в 

некоторых случаях может быть использована для моделирования динамики цистерн с 

жидким грузом методом механической аналогии. С применением уравнений Лагран-

жа второго рода получены нелинейные дифференциальные уравнения малых колеба-

ний такой системы. Обсуждаются способы их аналитического решения. 

Ключевые слова: колебательная система, механическая аналогия, уравнения ма-
лых колебаний, метод Галеркина. 

Введение. На современном железнодорожном и автомобильном транс-

порте широкое применение находит подвижной состав с цистернами. Иссле-

дования его динамики, ставящие целью исключение возможности аварий, 

имеют большое практическое значение, особенно, если учесть, что значи-

тельную долю перевозимых жидких грузов составляют опасные: газы, горю-

чее, ядовитые вещества [1]. Наиболее общим способом исследования таких 

задач является рассмотрение колебаний транспортного средства на основе 

подходов теории колебаний твердых тел и механики жидкости [1–3]. Труд-

ности решения уравнений гидродинамики (уравнений Навье – Стокса) вы-

звали появление метода упрощенного решения задач динамики цистерн ме-

тодом механической аналогии [4, 5]. В результате развития этого подхода 

разработан ряд механических моделей колебаний жидкости в цистернах [1]. 

Пружинно-массовые модели, в которых движение жидкости моделирует-

ся движением пружинного маятника, соединенного с резервуаром. В [5] 

предложена модель в виде материальной точки, присоединенной пружинами 
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к стенкам резервуара. В [1] используется нескольких таких маятников. В [6] 

предложена модель с нелинейной силой упругости пружин. 

Модель в виде эквивалентного физического маятника предложена в ра-

боте [7]. В статье [1] описана модель из нескольких маятников, расположен-

ных вертикально и связанных со стенками резервуара. В [8] представлена 

модель из нескольких физических маятников, совершающих вращательные 

движения. В статье [9] используется модель в виде сферического маятника. 

Описание движения цистерны осуществляется на основе применения 

многомассовых систем. Для прогнозирования опрокидывания цистерны в 

[10] предложена система из двух физических маятников. В [11, 12] для ана-

лиза колебаний конструкций тяжелых жидкостных ракет-носителей исполь-

зована система в виде вертикального весомого стержня, к которому при-

креплены два математических маятника. 

Аварийный режим движения с отрывом резервуара от платформы транс-

портного средства может быть выполнен путем анализа системы, состоящей 

из стержня, к которому прикреплен математический маятник. В данной ста-

тье получены и исследованы уравнения движения указанной системы. 

Вывод уравнений движения. Рассматриваемая колебательная система 

изображена на рисунке 1. Для нее в качестве обобщенных координат можно 

принять углы отклонения стержня θ 

и маятника φ. 

Для получения уравнений дви-

жения такой системы целесообразно 

использовать уравнения Лагранжа 

второго рода [13]: 

Пd Т T

dt

∂ ∂ ∂ 
− = − 

∂θ ∂θ∂θ ɺ
,           (1) 

Пd Т T

dt

 ∂ ∂ ∂
− = − 

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ɺ
,           (2) 

где t – время; T, П – кинетическая и потенциальная энергия системы; точка 

над переменной соответствует дифференцированию по времени. 

Кинетическая энергия системы может быть определена способом, опи-

санным в [13]. Из рисунка 1 следует, что координаты x, y математического 

маятника выражаются формулами 

cos sinx a l= θ + ϕ ; sin cosy a l= θ − ϕ , 

где a – расстояние от оси вращения стержня до места крепления маятника; 

l – длина нити маятника. 

Квадрат линейной скорости маятника 

( )2 2 2 2 2 2 2
2 sinx y a l al= + = θ + ϕ + θϕ ϕ − θɺ ɺɺ ɺɺ ɺv . 

Рисунок 1 – Рассматриваемая 

механическая система 
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Кинетическая энергия системы получается суммированием энергий 

стержня и маятника 

 ( )
2

2 2 2
2 sin

2 2

I ma m
T l al

 +
 = θ + ϕ + θϕ ϕ − θ   

 

ɺ ɺɺ ɺ , (3) 

где I – момент инерции стержня относительно оси вращения; m – масса груза 

математического маятника. 

Принимая за начало отсчета положение, при котором стержень горизон-

тален, а нить маятника вертикальна, в соответствии с рисунком 1 получаем 

выражение потенциальной энергии 

 ( )( )П sin 1 cosmg a l= θ + − ϕ , (4) 

где g – ускорение свободного падения, м/с2. 

После подстановки (3) и (4) в (1) и (2) а также выполнения необходимых 

преобразований получаем уравнения движения системы: 

 ( ) ( )2 2
sin cos cosI ma mal mal mga + θ + ϕ ϕ − θ + ϕ ϕ − θ = − θ

 
ɺɺ ɺɺ ɺ . (5) 

 ( ) ( )2 2
sin cos sinml mal mal mglϕ + θ ϕ − θ − θ ϕ − θ = − ϕɺɺ ɺɺɺ . (6) 

Уравнения (5) и (6) являются существенно нелинейными. Для дальней-

шего анализа примем, что углы φ и θ малы. В таком случае уравнения упро-

щаются по [13]: sin(φ – θ) ≈ φ – θ; cos(φ – θ) ≈ 1; членами, содержащими 

квадраты производных, пренебрегаем. В результате подстановки получаем: 

 ( )2
0.I ma mal mga + θ + ϕ ϕ − θ + θ =

 
ɺɺ ɺɺ  (7) 

 ( )2
0.ml mal mglϕ + θ ϕ − θ + ϕ =ɺɺɺɺ  (8) 

Но и уравнения (7), (8) остаются нелинейными, что требует использова-

ния соответствующих методов их решения. 

Решение уравнений движения. Для решения системы нелинейных уравне-

ний второго порядка в [14] рекомендуется метод Пуанкаре, в котором требуется 

вводить малый параметр, но в этом же источнике нет никакого указания на его 

порядок малости. Решение этим методом получается в виде ряда, исследование 

которого на сходимость представляет собой нетривиальную задачу и зачастую 

не проводится. При решении технических задач используется, как правило, 

только первое приближение. Насколько оно отличается от точного решения, 

остается неизвестным. Полученные методом Пуанкаре решения технических 

задач оказываются правдоподобными, однако они могут оказаться недостаточ-

ными для анализа безопасности движения транспортных средств. 

Описанный в [15] метод Галеркина не требует введения малого параметра, 

поэтому его использование представляется целесообразным для решения урав-
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нений (7), (8). Следуя [15], они преобразуются в систему дифференциальных 

уравнений первого порядка путем введения вспомогательных переменных α и β: 

d

dt

θ
= α ; 

d

dt

ϕ
= β , 

( )
2 2

d mga mal d

dt dtI ma I ma

α β
= − θ − ϕ − θ

+ +
; ( )

d g a d

dt l l dt

β α
= − ϕ − ϕ − θ . 

Решение системы ищется в виде ряда Фурье. На практике возможно 

удержание только нескольких членов ряда, например, 

1 1 2 1 3 1 4 1cos sin cos3 sin 3A t A t A t A tθ = ω + ω + ω + ω ; 

1 2 2 2 3 2 4 2cos sin cos3 sin 3B t B t B t B tϕ = ω + ω + ω + ω . 

Чтобы отыскать фигурирующие в данных выражениях коэффициенты, 

подстановкой предполагаемых решений в первые два уравнения системы 

получают соотношения для вспомогательных переменных, которые затем 

подставляют в оставшиеся два уравнения. Методом тригонометрической 

коллокации [15] получаются алгебраические уравнения, позволяющие найти 

неизвестные в предполагаемом решении. Таким образом, метод Галеркина 

позволяет аналитически учесть только основную гармонику и небольшое 

число высших гармоник. Полученное этим методом решение является при-

ближенным, уточнение решения затруднено большим объемом вычислений. 

Вопрос об устойчивости полученного решения в рамках метода Галеркина 

не решается и представляет собой самостоятельную проблему [15]. 

Заключение. Анализ уравнений (5)–(8) движения рассмотренной систе-

мы, включающей стержень с прикрепленным математическим маятником, 

дает основание заключить, что колебания этой системы являются суще-

ственно нелинейными. Для практических приложений аналитический расчет 

параметров движения такой системы удобно осуществлять методом Галер-

кина, не требующим введения малого параметра. Этим методом могут быть 

получены приближенные или оценочные решения, так как практически реа-

лизовать можно только решения с небольшим числом членов ряда Фурье, 

которым представляется решение. Для уточненных расчетов движения си-

стемы возникает необходимость использования численных методов [1]. 

Выполненный анализ может быть полезен при изучении методов реше-
ния задач динамики систем с несколькими степенями свободы.  
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OSCILLATIONS EQUATIONS OF A ROD WITH AN ATTACHED 

MATHEMATICAL PENDULUM 

An oscillatory system consisting of a heavy rod rotating around a horizontal axis and a 

mathematical pendulum attached to it is investigated. In some cases, this system can be used 

to model the dynamics of tanks with liquid cargo using the mechanical analogy method. Using 

the Lagrange equations of the second kind, nonlinear differential equations of small oscilla-

tions of such a system are obtained. Methods for their analytical solution are discussed. 

Keywords: oscillatory system, mechanical analogy, equations of small oscillations, Ga-

lerkin method.  
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