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Кратко изложена методика расчета произведений матриц Дирака в случае размер-
ности пространства-времени d  4, используемая в прикладных квантово-полевых расче-
тах. Показано, что антикоммутационное соотношение может быть использовано для 
расчета сверток любого числа матриц Дирака. 
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Известно [1, 2], что квантовая электродинамика (далее – КЭД) успешно описы-
вает взаимодействие фотонов с электронами. Однако прямые расчеты КЭД в высших 
порядках теории возмущений невозможны в силу наличия расходимостей. Указан-
ная особенность привела к разработке специальных методов расчета, в том числе для 
вычисления произведений матриц Дирака.  

Работа носит методический характер: изложены элементарные соотношения 
для расчета произведений матриц Дирака в случае размерности пространства-
времени 4d  , используемые в прикладных задачах КЭД [3, 4]. Авторами показано, 
что базового антикоммутационного соотношения достаточно для указанных выкладок.  

Случай размерности пространства-времени d  4.  Ниже определим основ-
ные соотношения алгебры матриц Дирака [3]. Известно, что в случае размерности 
пространства-времени 4d   комбинации 1 2

ˆ ˆ ...A A
  , где ˆ ( )i iA A 

   – свертка 4-

вектора A  с матрицами Дирака, используются для расчета процессов КЭД в раз-

личных порядках теории возмущений. Для обобщения случая 4d   будем использо-
вать базовое антикоммутационное соотношение  

 2 ,g           (1) 

которое должно выполняться для любой размерности пространства-времени. Из со-
отношения (1) определим значение 

  : 

  2 2 ,g g g g g       
                  (2) 

откуда g g 
    , или с учетом структуры метрического тензора [2, 3] оконча-
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тельно получаем d
   . Последнее соотношение будет использовано ниже для 

расчета конструкций 1 2
ˆ ˆ ...A A

   в случае 4.d
     

Вычисление сверток матриц Дирака. В разделе вычислим конструкции вида 

1 2
ˆ ˆ ...A A

   с использованием соотношений (1), (2). Для конструкции вида Â 
   

получаем: 

     ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 .
d

A A A g A g A A Ad A d        
                              (3) 

Отметим, что если ответ выражения (3) записать в виде 

 ˆ ˆ ˆ2 2 (4 )A d A d A     , то при 4d   получаем известное соотношение 
ˆ ˆ2A A

     [2]. 

По аналогии определим 1 2
ˆ ˆA A 

  : 

 1 2 1 2 2 2 1 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 ) 2A A A A A A A A A  

  
            

 2 1 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2  .A A A A d A A    (4) 

Соотношение (4) может быть записано в виде: 

  1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2  4 ( 4) ,A A A A A A d A A A A d A A

          (5) 

что соответствует  1 2 1 2
ˆ ˆ 4A A A A

     для случая размерности пространства-

времени 4d  .  
Наконец вычислим комбинацию 1 2 3

ˆ ˆ ˆA A A
  , которая достаточно часто исполь-

зуется при расчетах однопетлевых поправок КЭД. По аналогии с (3), (4) заметим, что 

              1 2 3 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ 2A A A A A A A A A g         

       
                 

      1 2 3 2 ,

T

A A A


      
  

 
          
  


 (6)  

где тензор T   вычисляется аналогично выражению (5). С учетом последнего для 
тензора  T  получаем: 

 4 ( 4) ,T g d         (7) 

откуда выражение (6) упростится до 

        1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ 2 4 ( 4)A A A A A A g d       

   
              

        1 2 3 2 4 ( 4) .A A A g d       
  

            (8) 
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Для придания компактной формы выражения (8) запишем слагаемое 2        
в следующем виде: 

  2 2 2 4 2 ;g g                          (9)  

с учетом (7)–(9) для (6) окончательно получаем: 

       1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ 4 2 4 ( 4)A A A A A A g g d          

   
                 

  3 2 1 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 .A A A d A A A     (10) 

Отметим, что в случае размерности пространства-времени d = 4 выражение (10) 

упростится до 1 2 3 3 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,A A A A A A

     что совпадает с известным выражением [4, 5]. 

Полученные в разделе выражения могут быть использованы для расчета произведе-
ний  матриц Дирака, в том числе с матрицей 5.  

В работе представлены элементарные соотношения из алгебры матриц Дирака 
для случая размерности пространства-времени d  4. Полученные в работе соотно-
шения могут быть использованы как при расчете поляризации вакуума, так и для 
других расчетов поправок в вершинную функцию.  
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Кратко продемонстрирована методика расчета петлевых интегралов квантовой 
электродинамики на примере однопетлевой диаграммы электронной линии. Показано, что 
процедура параметризации Фейнмана с последующей размерной регуляризацией может 
быть использована для подобных вычислений.  
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