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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В НЕЛОКАЛЬНОЙ  
СРЕДЕ С НЕЛИНЕЙНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ  
ЭНЕРГИИ 

О. Н. ШАБЛОВСКИЙ 
Учреждение образования «Гомельский государственный 
технический университет имени П. О. Сухого»,  
Республика Беларусь 

Рассмотрена динамика волн в системе «среда – источник энергии». Объемный источник энер-
гии есть нелинейная функция температуры. Примером неклассического материала служит среда, 
обладающая слабой пространственной нелокальностью. Математическая модель таких процессов – 
волновое уравнение, содержащее дополнительный член с производной 4-го порядка по пространст-
венной координате. Обсуждены два вида нелинейных источников: тригонометрическая нелиней-
ность («двойной синус-Гордон», «синус-Гордон»); полиномиальная (5-й степени) нелинейность.  
Построены точные аналитические решения, представляющие собой волну переброса (кинк) и уеди-
ненную волну (впадину либо возвышение). Отличительная черта построенной волны переброса: ар-
гументом арктангенса служит дробно-рациональная функция экспоненты волновой координаты. 
Уединенная волна есть дробно-рациональная функция волновой координаты. Определены закономер-
ности влияния параметра нелокальности среды на дозвуковую и сверхзвуковую скорость движения 
волны. Изучена корреляция «аналитическая структура функции источника – профиль волны». Дана 
подробная иллюстрация дозвукового и сверхзвукового режимов движения волн в зависимости от не-
монотонных и знакопеременных свойств функции источника.  

Ключевые слова: нелокальность, волна переброса, дозвуковая и сверхзвуковая волна, тригоно-
метрическая и полиномиальная нелинейность источника. 
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WAVE PROPAGATION IN A NON-LOCAL MEDIUM 
WITH NON-LINEAR ENERGY SOURCES 

O. N. SHABLOVSKY 
Sukhoi State Technical University of Gomel,  
the Republic of Belarus 

The dynamics of waves in the “medium – energy source” system are considered. The volumetric energy 
source is a nonlinear function of temperature. An example of a nonclassical material is a medium with weak 
spatial nonlocality. The mathematical model of such processes is a wave equation containing an additional 
term with a fourth-order spatial derivative. Two types of nonlinear sources are discussed: trigonometric 
nonlinearity (“double sine-Gordon”, “sine-Gordon”) and polynomial (fifth-degree) nonlinearity. Exact 
analytical solutions are constructed, representing a kink (wave overturn) and a solitary wave (either  
a trough or an elevation). A distinctive feature of the constructed kink wave is that the argument  
of the arctangent is a fractional-rational function of the exponential wave coordinate. The solitary wave is  
a fractional-rational function of the wave coordinate. The regularities of the influence of the medium's 
nonlocality parameter on the subsonic and supersonic wave propagation speeds are determined.  
The correlation between the “analytical structure of the source function – wave profile” is studied.  
A detailed illustration of subsonic and supersonic wave propagation regimes is provided, depending on  
the non-monotonic and sign-changing properties of the source function. 
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Введение 
Важной задачей современного материаловедения является экспериментальный  

и теоретический анализ воздействия нелинейных по температуре объемных источни-
ков энергии на материалы с неклассическими свойствами [1, 2]. В рамках этой про-
блемы заслуживают внимание среды, обладающие пространственно-нелокальными 
тепловыми, диффузионными, гидродинамическими и так далее свойствами [3].  
Подробное теоретическое изучение динамики нелинейных волн, которые генерирует 
объемный источник энергии, дает возможность указать наиболее эффективные в при-
кладном отношении режимы воздействия на материал [4–8]. Отметим также публика-
ции [9–12], содержащие новые математические результаты исследования нелинейных 
гиперболических уравнений.  

В данной статье рассматриваются волны переброса и уединенные волны в сис-
теме «нелокальная среда – нелинейный источник». Цель работы – построить новые 
аналитические структуры, характерные для бегущих волн и проанализировать их 
поведение в условиях дозвукового и сверхзвукового режимов движения.  

Преобразование волнового уравнения  
Волновое уравнение имеет вид: 
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где τ – функция, характеризующая некоторое физическое свойство среды; x – декарто-
ва координата; t – время; w – скорость распространения малых возмущений;  k  – 

функция источника; 2
1 – параметр слабой пространственной нелокальности (см. [13] 

и указанную там библиографию). Для размерных и безразмерных уравнений применя-
ем одинаковую форму записи, выполняя с помощью масштабов ,b  bt  следующий пе-

реход: 

   ,/  b     ,xwtx b     ,/ ttt b   

    ,2
  ktk bb     .2242

1  btw  

В результате имеем нелокальное волновое уравнение четвертого порядка по про-
странственной координате: 
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При 0  уравнение (1) – это классическое уравнение Клейна–Гордона с нелиней-
ным источником. После преобразования независимых переменных    ttx ,,   
уравнение (1) можно записать в виде системы [14]: 
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Здесь ,xu   ,tv   ,vdtxudd       .0,,  utxDtD  Изолиния 

const i  имеет скорость    .,, tutvdtxdM ii   
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Рис. 1. Возможные варианты поведения источника (5), генерирующего  
волну переброса вида (6), (7). Левый столбец – сверхзвуковой процесс: 

а – ,24 k  ;2/18 k  б – ,2/34 k  ;18 k  в – ,14 k ;18 k  г – ,14 k .18 k  

Правый столбец – дозвуковой процесс: а – ,5/64 k ;2/18 k  б – ,2/34 k  ;18 k   

в – ,2/14 k ;2/18 k  г – ,14 k 28 k  
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Бегущая волна переброса 
Примем ,0     kk  и рассмотрим автомодельный случай  , uu   , vv  

для которого ,uMv    ,  ,Mtx   const,/  wNM  .dtdxN   Скорость 
волны const  дозвуковая, если ;10  M  скорость волны сверхзвуковая при 

.1M  Применяя в (3) обозначение 22uU 
 
и подставляя это выражение   в (2), 

получим корреляцию  : kU  
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Выбирая подходящим образом функцию U(τ) и интегрируя соотношение 
  ,2 21Udd   можем получить физически интересные функции источников  k  

(см. [15]). 
Пример: источник типа «двойной синус-Гордон». Если   ,2cos2 2

1
21  AU  

const,2
1 A  то источник имеет вид: 

 ;8sin4sin 84  kkk  ,4k  8k  – const. (5) 

Тогда решение представляет собой волну переброса – кинк, описывающий переход 
между двумя состояниями равновесия системы «среда – источник»: 
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  ,2exp 21  AAE  1C  – const. (6) 

Здесь ,2
2

2
1 AA   т. е. ;121 AA  аргументом арктангенса является дробная  

рациональная функция экспоненты E. Например, при 21 AA   имеем: 
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1A  2M  связаны  

с параметрами источника (5) следующим образом: 
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Если    ,034 48  kk  то процесс сверхзвуковой, .12 M  Дозвуковое движение кин-

ка получаем при    ,034 48  kk       .346 2
48

2
8 kkk   Последнее неравенство 

будет выполнено при подходящем значении .2  Источник (5) действует на интер-

вале  4,4   и обращается в ноль при ;4  .4  Другие корни вида 

  ,00υ k  если они существуют, подсчитываются по формуле 

 .2arccos4 840 kk  Перечислим условия существования таких корней. Сверх-

звуковой процесс: 1) ,0  ,08 k   ,3/40 84 kk  ;04cos 0   2) ,0  ,08 k  

  ,20 84 kk   ;04cos 0   3) ,0 ,08 k   ,3/42 848 kkk  .04cos 0   Дозвуковой 

процесс: 1) ,0  ,08 k    ,23/4 848 kkk   ;04cos 0   2) ,0  ,08 k  

  ,03/4 48  kk  ;04cos 0   3) ,0  ,08 k   ,20 84 kk   .04cos 0   На рис. 1 

хорошо видно влияние параметров k4, k8 на наклон функции источника в точке 0 : 
  .84 840 kkddk    Формулу (7) можно записать так: 



МАШИНОСТРОЕНИЕ И МАШИНОВЕДЕНИЕ 9

 ,6
3

4
1 481

2 





  kkM    ,

21

8
2

1 k  

где 1  – безразмерный параметр нелокальности среды. Отсюда ясно, что в сверхзву-

ковом режиме   ,01
2  M  а в дозвуковом режиме   .01

2  M  Зависимость 
2M  от параметра источника 8k  немонотонная: при  43 48 kk   функция  8

2 kM  

достигает минимум/максимум в сверхзвуковом/дозвуковом режимах движения  
(рис. 2). Для тех случаев, когда   ,min

2M   0,08 k  и   ,max
2M   0,08 k  су-

ществуют, функция источника имеет вид: 
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Следовательно, источники, соответствующие режимам 12 M  и ,10 2  M  разли-

чаются знаками параметра 8k : наблюдается инверсия областей 0k  и .0k   

Отметим отдельный вариант ,04 k  для которого нелокальное волновое уравне-

ние (1) с источником синус-Гордона  8sin8kk  имеет кинк-решение (6), (7). 
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Рис. 2. Примеры немонотонных зависимостей квадрата скорости  
волны переброса (6), (7) от параметра источника k8 . Левая часть рисунка –  

сверхзвуковой процесс, .16 2   Правая часть рисунка – дозвуковой процесс:  

для верхней линии ;2016 2   для нижней линии 1016 2   

Полиномиальная нелинейность источника 
Пусть    ,2 21

1
3  HGbaU  ,2

1   a, b, G, H – const. 

Решение имеет вид уединенной волны: 
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Если  

 ,0a  ,0b  ,0G  ,0H  (9) 

то   ,00  ba ,   ,0 HG  и волна (8) есть впадина, симметрич-
ная относительно оси τ. Если 

 ,0a  ,0b ,0G  ,0H  (10) 

то волна (8) есть возвышение   ,00  ba    0 HG  (рис. 3). 
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Данный процесс генерируется источником: 
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Скорость волны определяется выражением 
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Константы a, b связаны с параметрами источника (11) следующим образом: 
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Здесь выбор знаков a, b соответствует вариантам (9) и (10). Пять констант ,1D  ,2D  

,3D  G, H связаны одним соотношением 
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3

2
4

3
2
1

41
4 















D

D
D

D
D  (14) 

Порядок расчетов: задаем H, ,2D  ,3D  ;1  затем вычисляем G, ,1D  4D  и находим a, b 

в соответствии с физическим содержанием задачи (рис. 3). 

τ1

τ

0 ζ

а)

τ(0)
τ1

τ

ζ

б)
τ(0)

0

  

 

а) б) 

Рис. 3. Уединенная бегущая волна (8): 
а – впадина; б – возвышение  

Рассмотрим три частных случая. Если ,0G  т. е. ,01   то волна 

  21
1

32221
1 44  bHaa  (15) 

движется со звуковой скоростью, .12 M  Источник имеет вид (рис. 4): 

   ,32
3

3
2  DHk  (16) 

 .
5

1
1

2 3

2
3,2 







 
D

D
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  kv

0 τ

а)

τ(0)

б)kv

0 τ
τ(0)

   k k

 

а) б) 

Рис. 4 Качественные свойства источника (16),  
генерирующего уединенные звуковые волны (15):  

а – впадина; б – возвышение 

Если ,02 D  то волна (8), (12) генерируется источником: 

    ,2
2

22
13

2  DHk  (17) 

     ,2029 21
1

21
312  DD      .570 1  

Нетривиальные закономерности поведения функции (17) показаны на рис. 5. 

  

kv

0 τ

а)

τ(0)

б)kv

0 ττ(0)τ1 τ1

  k

 k

 

а) б) 

Рис. 5. Качественные свойства источника (17),  
генерирующего уединенные волны (8):  

а – впадина; б – возвышение 

Если ,04 D  то источник следующий: 

     ,32
2

13
2  DHk  (18) 

  .137
8
1

3,2 


  

Решение имеет вид (8), (12); ,0а  .0)0(   Свойства источника показаны  
на рис. 6. 
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 kv

0 ττ1

kv

0 τ

а) б)

τ1

  k k

 

а) б) 

Рис. 6. Качественные свойства источника (18),  
генерирующего уединенные волны (8): 

а – впадина; б – возвышение 

Для основного варианта (14) функция источника (11) равна нулю в четырех точках: 

 ,0  ,1 ,2 ,3  

если уравнение 012
2

3  DDD  имеет два действительных корня ,2  .3  Здесь 

,03 D  поэтому надо выполнить условие .01 D  Это дает следующие оценки: для 

случая (9) должно быть ,03  aHbG  для случая (10) должно быть .03  aHbG   

В обоих случаях будем иметь ,01 D  если ,2
1  ,2

3D  2
4D  удовлетворяют неравенствам 

 .25169 2
3

2
1

2
4

2
3

2
1 DDD   

Такое значение 4D  можно всегда определить, выбирая подходящим образом кон-

станту 2D  [см. (13)]. Движение волны дозвуковое/сверхзвуковое при отрицатель-

ном/положительном значении  2
1

2
1

22 105  baba  [см. (12)]. Выбор знака М  ука-

зывает направление движения волны. Неравенство 02 M  выполнено в дозвуковом 
случае при достаточно малом .21

1  

Заключение 
Установлено, что нелокальное волновое уравнение (1) с источником (5) имеет 

точное кинк-решение (6). Изучена зависимость скорости движения волны переброса 
от параметра нелокальности среды. Рассмотрены дозвуковой и сверхзвуковой режи-
мы движения волны. На рис. 1 и 2 представлены существенные физические различия 
в поведении системы «среда – источник» для 12 M

 
и .10 2  M  Для источника 

энергии, обладающего полиномиальной (5-й степени) нелинейностью, построены 
уединенные волны типа «впадина»/«возвышение» (рис. 3). На примере трех харак-
терных частных случаев (рис. 4–6) показано влияние области определения функции 
источника  k  на структуру профиля    уединенных волн.  

Данная работа является продолжением исследований [14–18]. 
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