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Выводы. В работе представлено, что в определенных сегментах шейного отдела 

позвоночника при его движении возникают градиенты давления, вследствие этого  

в диске могут  происходить изменения в геометрии клеток. Статическое сжатие также 

приводит к растяжению мембраны хондроцитов. 
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АЛГЕБРА МАТРИЦ ДИРАКА В СЛУЧАЕ РАЗМЕРНОСТИ  

ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 4D   
 

Введение. Известно [1], что взаимодействие фотонов с электронами успешно 

описывается квантовой электродинамикой (далее КЭД). Однако расчеты в высших по-

рядках теории возмущений требуют привлечения дополнительных соотношений как из 

интегрального исчисления, так и теории специальных функций.  

 В работе изложены элементарные соотношения для матриц Дирака в случае раз-

мерности пространства-времени 4d , используемые для расчета поправок в КЭД.  

Лагранжиан КЭД. В разделе получим выражение для лагранжиана взаимодей-

ствия квантовой электродинамики с последующим анализом размерности волновых 

функций фотонов и фермионов.  

Лагранжиан невзаимодействующих электронов (позитронов) и фотонов определя-

ется из выражения [2] 
 

     4 μν μ

μν μ

1
  ψ γ ψ ,

4

 
      

 
S d x F F x i m x  (1) 

 

где μν μ μ ;   F A A  

 A  – ковариантный четырехпотенциал электромагнитного поля; 

 ψ  – спинорное поле электронов (позитронов). Требование инвариантности ла-

гранжиана КЭД 
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относительно локальных калибровочных преобразований  
 

           'λ λ
ψ ,   ψ ψ

  
i x i x

x e x x x e                                               (3) 

 

приводит к появлению дополнительного слагаемого  
 

       μν μ

μν μ μ

1
ψ γ ψ

4
F F x i ieA m x       (4) 

 

(сравните с (2)). Из (4) нетрудно получить выражение 

 

 4 μ

int. μ ψ( )γ ψ( ),  S e d x x A x  (5) 

 

из которого следует лагранжиан взаимодействия КЭД с электромагнитным током пере-

хода    μ μψ γ ψj x x .  

Поскольку в системе 1 с  константа e , как и выражения для  

действий (1) и (5), безразмерна, ниже проведем анализ размерности полей A  и ψ : 

 

  μ μ0 4 2 2     1       A A ;     
3

0 4 1 2 ψ    ψ .
2

       (6) 

 

Дальнейшая процедура размерной регуляризации связана с обобщением размер-

ности интегралов (1) и (5). Рассмотрим случай размерности 4  d : в этом случае 

выражение (5) примет вид 

 

 
μ

int. μ ψ( )γ ψ( ),  
dS e d x x A x  (7) 

 

а размерности полей определяются соотношениями [2] 

 

   μ μ

1 ε
0 2 2     2 1 ,

2 2
          d A A d  
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Подстановка размерностей (8) в выражение (7) приводит к  

 

 int.[ ] [ ] 2[ψ] ,    S d e A  (9) 

 

откуда для сохранения безразмерности действия int.[ ] 0S  требуется  
ε

2
e . Анализ 

полученных соотношений показывает, что обобщение размерности лагранжиана взаи-

модействия для случая 4d  требует повторный анализ соотношений для электрон-

позитронных волновых функций и модификации математического аппарата описания 

спинорных свойств частиц.  

Алгебра матриц Дирака для пространства 4d  мерного случая. Ниже при-

ведем соотношения для различных комбинаций матриц Дирака [3]. Известно, что в слу-

чае размерности 4d  комбинации μ

μ 1 2γ ˆ γˆ ...A A , где  αα
ˆ γi

i
A A – свертка 4-вектора αA   
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с матрицами Дирака, используются для расчета процессов КЭД в низших порядках тео-

рии возмущений. В разделе определим подобные свертки для общего случая размерности 

пространства-времени 4d .  

Базовое соотношение для матриц Дирака – антикоммутационное соотношение [3] 

 

 μ ν μ μνγ γ γ γ 2 ,   g  (10) 

 

которое должно выполнятся для любой размерности пространства-времени. Из соот-

ношения (10) определим значение μ

μγ γ : 

 

  μ μ μν μν μ

μ μν μν μν μγ γ γ γ 2 γ γ 2 γ γ ,      g g g g g  (11) 

 

откуда μ μν

μ μνγ γ  g g , или с учетом структуры метрического тензора [3] окончательно 

получаем μ

μγ γ  d .  

По аналогии определим μ

μγ ˆγA : 

 μ μ μν μ

μ μ μγ γ γ γ γ 2 γ γˆ γ 

    A A A g  

(12) 

 μ μ

μ μ
ˆ ˆ ˆ2 γ γ γ γ 2 2 . 

      

d

A g A A Ad A d  

 

Отметим, что если ответ выражения (12) записать в виде  

 

   ˆ ˆ ˆ2 2 4    A d A d A , 

 

то при 4d  получаем известное соотношение μ

μγ ˆγˆ 2 A A . 

Наконец вычислим комбинацию μ

1 2 μ
ˆ ˆγ γA A , которая достаточно часто используется 

при расчетах однопетлевых поправок КЭД: 

 

   μ μ μ

1 2 μ 1 2 μ 2 2 1 1 μ 2μ

ˆγ γˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆγ γ 2 γ 2 γ    A A A A A A A A A  
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2 1 1 2 1 2
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Последнее соотношение может быть записано в виде 
 

    μ

1 2 μ 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2γ γ 2 2   4 4 ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      A A A A A A d A A A A d A A  (14) 

 

что соответствует соотношению  μ

1 2 μ 1 2γ γˆ ˆ 4 A A A A  для случая размерности про-

странства-времени 4d .  

Отметим, что полученные в разделе выражения могут быть использованы для 

расчета следов произведения γ  – матриц Дирака, в том числе с матрицей 5γ .  

Заключение. В работе представлена элементарные соотношения из алгебры мат-

риц Дирака для случая размерности пространства-времени 4d . Полученные в работе 

соотношения могут быть использованы как при расчете поляризации вакуума, так и 

однопетлевых вкладов в вершинную функцию КЭД.  
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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ФЕЙНМАНА ДЛЯ РАСЧЕТА ПЕТЛЕВЫХ ИНТЕГРАЛОВ  

 

Введение. Вычисление наблюдаемых величин в высших порядках теории возму-

щений является нетривиальной задачей. Подобные расчеты требуют привлечения тео-

рии функции комплексного переменного, а также непростых соотношений интеграль-

ного и дифференциального исчисления.  

В работе кратко излагается методика расчета петлевых интегралов, основанная на 

размерной регуляризации [1] совместно с параметризацией Фейнмана [2].  

Скалярный однопетлевой интеграл в d-мерном пространстве. Характерный 

скалярный однопетлевой интеграла может быть записан в виде 

 

 

 
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,
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,
(2π) ε

 
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где , r m некоторые неотрицательные числа.  

Анализ выражения (1) показывает, что расчеты связаны с интегрированием по те-

лесному углу d мерного вектора q . Рассмотрим интеграл  
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где 
0 2 2( ) | |  x x x модуль вектора x ;  

    1 dd элемент телесного угла.  

Использование интегрального представления  функции Эйлера [3]  
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Дальнейшее вычисление интеграла (1) проведем из выражения 
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