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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Б. Д. ТАРТАКОВСКИЙ

К ТЕОРИИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПЛОСКИХ ВОЛН 
ЧЕРЕЗ ОДНОРОДНЫЕ СЛОИ

(Представлено академиком С. И. Вавиловым 21 I 1850)

1. Вычисление коэффициентов отражения и преломления при про
хождении плоских волн через п однородных плоских слоев с произ
вольно заданными волновыми сопротивлениями и толщинами, ограни
ченных полубесконечными средами, сводится к решению системы 
2 (и-j-1) алгебраических уравнений, образуемых при подстановке в 
граничные условия выражений потенциалов прямой и обратной волны 
в крайних средах и слоях. Для случая, например, прохождения 
звуковых волн через жидкие слои, характеризуемые плотностью pz, 
скоростью распространения звуковых волн Ci и толщиной h, такая 
система может быть представлена в виде:

ki [Di exp (ihiXi) — Ri exp (— ikiXi)] =
[= ki+i [ZZh-i exp (iki+1Xi) — Rt+i exp (— iki+iXi)],

(1)
Pi [Di exp (ikiXi) 4- Rt exp (— ik'iXi)\ =

= pz+i [Di+i exp (^z+iXz) 4- Rt+x exp (— iki+JXi)],

где i = 0, 1, 2,..., n; ki = w cos Qilce, ы — круговая частота плоской вол
ны; 6z — угол между направлением распространения и осью х-в, пер
пендикулярной к слоям (направленной против падающей волны); 
Di и Ri—амплитудные значения потенциалов прямой и обратной 

волны; xi = — Ъ1р Слои перенумерованы по направлению падающей 
/=1

волны индексами 1, 2,..., и; входная и выходная среды 0, »4-1; со
ответственно, Do = 1, = 0.

Решение (1) позволяет найти коэффициент отражения R[—Ro[ 
и коэффициент прохождения в среду п 4- 1 D ( — Dn+\).

Определитель системы (1) может быть представлен в виде

То 1 Ух 0 0 0
-1 Ух — 1 . . . 0 0 0

0 е~^ У^1 . . . о . 0 0
0 Z^-^ . . . 0 0 0

Д = X (2)
0 0 0 . . . 1 уп о
0 0 0 . . . -1 0

0 0 0 . . . е^п Упе*п 1

0 0 0 . . . Zne~^ — е^п Zn^

п / п \
х JJ(pz^z+i)exp( — b где Zl = P^z/cosQi, \Yi = \lZi, = kih. 

»=0 V 1=1 /
4 ДАН, т. 71, № 3 465



Разложив (2) по минорам последнего столбца,’’получаем

^ = {Zn+lMn-Nn )П(р^ж)ехр(
4=0

' n \
(3)^Л-pl h j

4=1 /
где
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(4)

0 0 0 . . . 1 Yn
0 0 0 . . . Z„
0 0 0 . . • гпе~‘ф'>

Можно показать, что имеют место соотношения

Мп = 2 (cos 1 — i Yn sin tpnNn-i), Mo = Yo, (5)
Nn = 2 (cos <?nNn_ i — iZn sin '^nM ■4—1), No = 1.

Аналогичным путем вычисляется определитесь числителя /? 
получаемый из (2) заменой в первом столбце знака — перед единицей 
на +.

Определитель числителя В может быть получен в виде

Д^’= Д^ 2^„р„, Д^ = 2^оРо. ' (6)

Выражения (5), (6) имеют рекуррентный характер и позволяют, 
последовательно увеличивая число слоев, вычислить R = и 
В = Д^/Д при любом п. В этом отношении они похожи на выражения, 
полученные А. Г. Власовым для оптических пластин (х). Однако общий 
недостаток тех и других формул — это невозможность оценить влия
ние параметров всех слоев в совокупности, а не только одного по
следнего, на величину R и В.

3. Последовательно вычисляя по (5) /ИрМ2,Ы2,..можно 
притти к выражениям

(7)
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8, (а> ₽) =П2СО8<Р/ 
1=1

в которых р,д, г, 5,... обозначают индексы, по которым производится

суммирование, например 5] = “2^ +аз₽1 + аз₽а, и приняты со-
7=2 р=\

кращения а^• = Zг•tg9(•; рг = У^^. Знак перед мнимой единицей г 
берется обратным знаку единицы в первом столбце определителя 
Д, Д(;?)(2).

Убедиться в справедливости (7) можно, увеличивая число слоев 
до « + 1. Тогда, применяя подстановку (5), получим

п п
7W„+i = 2 cos <p„+i

Г л

п п
jS1(a,₽)-a„+1S2(p,a) +

п п

которые приводятся к виду (7) с заменой предела п на п 4- 1 
использовании соотношений

COS<p„+i,

COS<p„+i.
(9)

Учитывая (5), (6), (7), находим

^■8, »'»>-8, £ 8, 8,«“)

t4S,<w + S,<“.u>
. п п

„ 11 cos 0O / ”
2 ~—г—- exP 1 ikn+j У, h c0 cos 0л_р "+1 ZJ *

(11)z n , n

4. Рассмотрим частный случай. Принимая Zi = Z. (но cy/cosO;
<?;=£ const), получаем

д л пS,(«>3) = S1 (P,a) = cos2^

у I S2 (a, 3) = S2 (₽, a) = Sin^ Vi>

i=i
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Последние идентичны с выражениями R и D при переходе пло- 
п

ских волн через один слой, волновая длина которого <р=2?«-

5. Положив pz = 1, cos 6/ = 1 и проведя подстановку calci = nt, где 
са-~скорость распространения плоских световых волн в вакууме, 
получаем для перпендикулярного падения световых волн *

* Число слоев в данном случае обозначено через k.

А I Г А -1

~- S, (Р’ и) + S, р) +z

«о s р) ~ — S (Р’^2 Пк+1 ^2
Ä k

п° S> р) + S„ (р> и)2 ЛА-М 2

(Юа)А А

9 П

! k k
по 

,lk+l S, (Р’ + S, р) + z
А А

«»S (И, Р) + —---  S (Р> Р)^2 лА+1 2

где
k <7-1
S] (р, и) = П2 с08'Pz 1 —

Z=1 L 7=2 P

<7-1

№4 г=3 7=2 р=\

S2 (p, ^) = П2 cos2 pP _ 2 3 + • •
4=1 _p—1 r=3 7=2 p=l

k1 n n n r— 1 7—1

п п п

Выражения типа (10), (11), содержащие суммы формы 8^ 82, могут 
быть также получены с помощью матричной алгебры. Таким образом, 
например, найдена формула для интенсивности света, поляризованного 
п плоско-параллельными пластинами (3).
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