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МАТЕМАТИКА

Т. М. ТЕР-МИКАЭЛЯН

НИЖНЯЯ ОЦЕНКА ГАРМОНИЧЕСКОЙ МЕРЫ МНОЖЕСТВА 
НА НЕКОТОРЫХ СПРЯМЛЯЕМЫХ КРИВЫХ

(Представлено академиком М. В. Келдышем 30 I 1930)

Обозначим через D^q) произвольную конечную ■ односвязную об
ласть, содержащую внутри себя круг |z|<l, ограниченную спрям
ляемой кривой Г и удовлетворяющую условию: отношение длины L (у) 
произвольной дуги у границы Г к ее хорде d (у) ограничено одной 
и той же константой q, L(q) / d (у) < q.

Теорема. При конформном отображении w = F (z), F (0) = 0, 
области D (q) на круг | w | < 1 произвольному множеству Ez на гра
нице Г области D (q) меры s соответствует на окружности 
|да| = 1 множество Ew, мера которого удовлетворяет неравенству

mes Ewy> Aie8,

где 8 — константа, 3>1, зависящая лишь от q, а М — константа, 
зависящая от q и длины S границы Г.

М. А. Лаврентьевым ('■) в тех же условиях была получена сле
дующая оценка: mes Л® < 2кг“, где о — константа, зависящая лишь 
от q. При доказательстве формулированной теоремы мы используем 
методы, аналогичные развитым в работе (1). 'Теорема является след
ствием двух лемм, доказываемых ниже.

Определение. Мы скажем, что область D, ограниченная кри
вой Г и содержащая точку z = 0, удовлетворяет условию С (h, h), 
если существуют две такие константы h и k, 0<A<l, 
что, какова бы ни была дуга, у границы Г и какова бы ни была си
стема дуг Y1,..., ул, принадлежащих у, из неравенства V L (уг) > hL (у) 
следует неравенство где тц, т)— длины дуг окружности
|да| = 1, соответствующие при конформном отображении щ = Е(г), 
F (0) = 0, области D на круг | да |< 1 дугам у,, у, причем дуги у, попарно 
без общих точек.

Лемма 1. Пусть D — область, содержащая внутри себя точку 
z —0; Yi, ...,уп — конечная система дуг спрямляемой границы Г 
области D с суммой длин, равной г, и ч] — сумма длин дуг окруж
ности | да | = 1, соответствующих при конформном отображении 
w = F(z), Л(0) = 0, области D на круг |да]<1 дугам Если
область D удовлетворяет условию С (h, k), то у удовлетворяет 
неравенству

Y ^А^5,

где 3 — константа, 3>1, зависящая от констант h. и k условия 
С (h, k), а М — константа, зависящая от h и длины S границы Г.
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Будем считать, что е<й5 и что дуги уь ...,уп перенумерованы 
в порядке их следования при положительном обходе границы Г. 
Исходя из системы дуг . ,ул> построим систему попарно непере- 
секаюгцихся дуг у)0,..., у«,’ следующим образом. Обозначим через 8 
дугу, отложенную от начала дуги у1; содержащую дугу уъ длина 
которой удовлетворяет условию £ (ух) = НЬ (8). Если 8 не имеет ни 
одной общей точки с дугами у2,..., ул, то полагаем 8 = у^. Если же 
8 имеет общие точки с дугами у2,..., уЛ то строим дугу 8', отложен
ную от начала дуги ух, содержащую 8, длина которой удовлетворяет 
условию £ (ух) + ... + £ (у5) = А£ (8'). Так поступая, мы придем к дуге 
8*, отложенной от начала дуги ух, содержащей дуги ух,..., у*,, не 
имеющей ни одной общей точки с дугами у^+ь-.^у« и длина кото
рой удовлетворяет условию £ (ух) + .•• + £ (уй1) = 1гЬ (8‘). При этих 
условиях полагаем у”’ = 8’ и, так как то ^у^Х^. Отправ
ляясь от дуги уй,+1, построим аналогично дугу у^, отложенную от 
начала дуги ум-ь содержащую дуги у^+ь ..., у*,, не имеющую ни 
одной общей точки с дугами ул,+ь...,ул и длина которой удовлетво
ряет условию: £ (у^+1)+ ... +£(у*2)=££ (уг’), причем £ (у^+Цуг0)<5.

Продолжая так, мы придем к дуге 8, начало которой совпадает 
с началом дуги у^+ь которая содержит дуги у^+ь •. •, у„ и 
длина которой удовлетворяет условию £ (у^+1) + ... + £ (ул) = 
= Л£ (8). Если при этом дуга 8 не имеет ни одной общей точки 
с ранее построенными дугами у)1’,..., уР’, то, положив 8 = уРД мы 
получим искомую систему дуг у)^,. •., у«?, причем £ (у^) +••• 
■...+ £ (уп/Х5. В-противном случае пусть дуга 8 имеет общие точки 
с дугами у • • •, у)+ь причем пусть дуга у^+т+1 первая, не имеющая 
общих точек с дугой 8. Построим тогда дугу 8', начало которой сов
падает с началом дуги у^дь которая содержит дуги у^+ь..., ул, 
71, • • ■, Ул„ • • •, • • • > 7*^ и длина которой удовлетворяет условию
£(7*1+-1) + --- + £(7„) + Ь(71) + --. + £(7^+т) = А£(8'). Покажем при 
этом, что если £;+т<£у+1, т. е. дуга не последняя среди дуг 
7^+ь • • •, УАу+Р принадлежащих дуге у^, то дуга 3' необходимо имеет 
общие точки с дугой у* +от+ь Действительно, предположим, что это 
не так, и пусть у* — дуга, -соединяющая начало дуги у*д1 с началом 
дуги у*+^+1 и содержащаяся в дуге у/^ц пусть 8‘ — дуга, соединяю
щая начало дуги у^! с началом дуги у^+1 и содержащаяся в дуге 
3’. Ясно, что £ (8‘) + £ (у’) > £ (3'). Далее, по построению, £ (у^+1) + •■• 
... + £ (ул) + £ (71) + ••• + £ (у*Р > А£ (8*), £ (7^+1) + ••• + £ (ук^т) > 
>Л£ (7*), откуда имеем £ (7^+1) + ... + £ (ул) + £ (71) + •••+£ (у^+т)> 
>/г£ (8’) + ££ (У*Х^£(8’), что противоречит предположению о длине 
8'. Итак, 7^+т+ь имеет общие точки с 3', и мы будем строить дугу 
3", аналогичную дуге 3', но содержащую еще и ук^т+у и длина 
которой удовлетворяет условию £ (у^+1) + •••+£ (ул) + £ (ух) + • •. 
■ ■■+Ь (у* +т+1) = А£ (8"). Если дугау^+т+2 опять принадлежит дуге 
у^ь то 8" будет иметь общие точки с дугой у*/+л1+2. Таким образом, 
дуга 8", которую мы строим, отправляясь от дуги у^+ь необходимо со
держит все интервалы у^+ь • • •, У*у+р принадлежащие той дуге у^, 
с точками которой дуга 3" имеет хоть одну общую точку, а потому 
8я содержит и всю дугу у^ь Следовательно, конец дуги 8я всегда 
лежит между дугами у?’, • •., у)1’- Пусть, таким образом, дуга 8я со- 
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держит дуги ур, • • ■, уР и не имеет общих точек с дугами у^, ..., ур. 
Тогда дуги урь..., уР, 8" образуют искомую систему дуг, которые 
мы вновь перенумеруем, обозначив ур1 через уР,..., 8" = ур. При 
этом мы перенумеруем и дуги уь ..., у„, начав нумерацию с дуги у* +1.

Итак, мы построили систему попарно не пересекающихся дуг 
уР,..., ур, причем

£ (ух)+ ... + £ (у*,) = А£ (уР), 
к + ••• + £ (у*,) = йь (уР), 

£ (т*Л1-1+1) + • • • + А (Гл) = АЛ (уР),

откуда (у!) + • • ■ + А (уп) = А {Л (уР) + ....+£ (уР)}, или, обозначив 
L (гР) + ... + £ (уР) = ех, будем иметь г = Аг,, причем ех < 5, так как 
г <' кВ.

Если обозначить через сумму длин дуг окружности |те>| = 1, 
в которые переходят дуги уР, ..., уР, то, в силу равенств ( * ) и 
условия С (А, А), будем иметь, что 1}^>ктл.

Предположим, что Тогда, исходя из системы дуг уР,... ур,
мы построим систему дуг уР, ..., уР так же, как, исходя из системы 
дуг ух, ...,у„, мы построили систему уР, ...,ур. Если обозначить 
через г2 = £ (уР) + ...+£ (ур) и через т;2 сумму длин дуг на окруж
ности | w | = 1, которые соответствуют дугам уР,..., ур, то будем 
иметь ех = Ае2 и

Пусть, продолжая так, мы придем к системе дуг ур-1),..., у^р/, 
причем, обозначив через ер_1 сумму их длин, через ер_2 сумму длин 
дуг ур ....урр, через и ^_2 сумму длин дуг на окружности 
|та|=1, в которые переходят соответственно дуги уР-1),..., уРр/ и 
дуги ур 2), ...,урр2, будем иметь ер_2 = йе^_1 и цр_2 > кт^.

Предположим теперь, что ер_1<5, но при этом Ер-^кЗ. Обозна
чим тогда всю границу Г через у^>, через ер ее длину (ер = 5) и через 
Ур длину дуги окружности | та | = 1, соответствующей дуге у<^> ^р=2п). 
Будем иметь: ер~^кгр и >кт\р = 2~к.

Сравнивая полученные соотношения, имеем: е = Аех = Л2е2 = ... 
• ■■ = кР~1Ер-1 и у^к^^.. кР^Ур-х^крур = 2~кр. Кроме того, 
5>Ер_!= откуда р < 1 —и так как А<1, то

1— 1п 1д £ 1п к
т)>2^>2я:А 1пЛ к^^М^ = Мг\

8 = 8 (к, к), М = М(к,5), причем, уменьшая к и увеличивая к, можем 
считать, что 8>1.

Лемма 2. Всякая область О (^) удовлетворяет свойству С (к, к), 
где константы кик зависят лишь от 7.

Если это не так, то по любому а>0 найдется такая дуга у и на 
ней система дуг уь...,ут таких, что (у!) > (1—а)£ (у) и в'’<1/25, 
где в" — сумма длин дуг окружности |та| = 1, в которые при конформ
ном отображении та = В(г), /^(О) = 0, области О(^) на круг |та|<1 
переходят дуги уь ...,ут, а 5 — длина дуги окружности |та| = 1, 
соответствующей при том же отображении дуге у. "
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Рассмотрев дуги, дополняющие дуги уь...^ до дуги у, мы мо
жем сказать, что если область О (я) не удовлетворяет свойству С (А, к), 
то по любому а>0 найдется дуга у границы Г и система дуг уъ ..у„, 
принадлежащих у и таких, что (у«)<аМг) и ПРИ этом « > -Ь,
где 5 есть длина дуги у окружности |да] = 1, соответствующей дуге 
у а « — сумма длин дуг тц,...,тц окружности | да | = 1, соответствую
щих дугам Ух,...,ул. Покажем, что это невозможно.

Ясно, что в доказательстве нуждается лишь тот случаи когд<1 
I (у)-»0 при а—>0. Рассмотрим тогда окружность К радиуса / —Ь МОЯ, 
внутренность которой принадлежит области О (я) и центр ^ которой 
удален от концов дуги у на расстояние не большее, чем Н 
В силу свойств границы Г такая окружность всегда существуем 
Совершим замену переменной, положив г' = , и обозначим через
.О' Г' у', у!,..., у« соответственно образы О, 1, у, Ух, • • •, V«- Ясно, что 
отношение длины любой дугиу' границы Г', к ее хорде ограничено тем же 
числом р. Далее, область О' содержит круг \г |<Д и А (л) «С-<7а- 
Отобразим конформно функцией да = Ф (г'), Ф(0) = 0, облапь О на 
круг I да I < 1 и обозначим через 5' длину дуги окружности, соотве 
ствующей при этом отображении дуге у', а через 8 —сумму длин 
дуг окружности, соответствующих дугам у^ . ,.,у„. В силу неравен
ства М. А. Лаврентьева. 8'<2к(2?а)“ и, следовательно, /0 при 
а_>0. Покажем, что это противоречит условию в>1/2 о. Действительно, 
в силу выбора точки г0 и свойств границы Г, угол, под которым видна 
дуга у' из точки г' = 0, ограничен сверху, а относительное расстоя
ние!2) дуги у' в области О' ограничено снизу константами, зависящими 
лишь от щ следовательно, точно так же ограничен угол, образованный 
окружностями, ортогональными к окружности | да I = 1 и соединяющ^ I 
точку дап = Л (гД с концами дуги у. Так как з > 1/2 Ь, т0 и СУММ 
углов В;, где (3, —угол, образованный окружностями, ортогональными 
к окружности I да | = 1 и соединяющими концы дуги тц с точкой да0, 
ограничена снизу константой, зависящей лишь от д. Это противоречит 
тому, что в1 —»0, и лемма доказана.
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