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1. В этой заметке рассматриваются такие непрерывные отображе
ния <р евклидова «-мерного пространства R'1 в себя, при которых 
прообразы срДу всех точек уОл^" имеют равномерно ограниченные 
диаметры (меньшие, чем некоторое а>0). Отображения, удовлетво
ряющие этому условию, введены в рассмотрение П. С. Александро
вым ((1), стр. 102, (2), стр. 203) под названием а-отображений и имеют 
многочисленные применения в различных вопросах топологии. Польский 
математик Борсук доказал (3), что при «-отображении <р простран
ства R" в себя множество ^7?" открыто в 7?" и что его (п— 1)-мерное 
число Бетти равно нулю. В настоящей работе я даю (не опирающееся 
на результаты Борсука) доказательство следующего предложения, 
значительно усиливающего теорему Борсука:

Теорема. Пусть <р —■ непрерывное отображение п-мерного евкли
дова пространства Кп в себя, при котором прообразы всех точек 
у КИТ1 имеют диаметры меньшие, чем некоторое «>0. Тогда все 
группы. Бетти открытого множества у R'1 суть нуль-группы (т. е. 
всякий цикл множества Н)п гомологичен в нем нулю).

2. Дадим пространству R11 определенную ориентацию, так что 
и всякий «-мерный симплекс Тп в R" получает определенную ори
ентацию С1. Для данной точки yй^rfRn берем симплекс Тп го ^у0. 
Тогда коэффициент зацепления о(<рД7л, у0) = ТДР (ср. (2), 
стр. 568—577) не зависит от того, какой именно симплекс Тп го ^у0 
был взят, и называется степенью отображения <р вточке/; 
легко видеть, что эта степень не зависит от выбора точки у°.

Докажем основное равенство

у = уг?:=± 1 для всех у°£<^п- (1)

3. Для доказательства равенства (1) берем какую-нибудь точку y0(z(f>Rn 
и точку х° € о-До- Возьмем столь большой, содержащий точку х°, симплекс 
7'о> чтобы было р(х°, Т%)>а (через 7' всегда обозначаем границу 
симплекса Т); отсюда следует, что ф1 (<рх°) с Т". Заключим То в еще 
больший симплекс Тп так, чтобы р(7'”, 7о)>а.

4. Пусть / достаточно хорошее (в смысле, который сейчас уста
новим) симплициальное приближение отображения <р на замкнутом 
симплексе Тп, а именно, симплициальное отображение некоторого 
подразделения Кп симплекса Тп в некоторое симплициальное подраз
деление Хп пространства R", причем выполнены условия:

1° . Отображение / есть «-отображение и <р переходит в / посред
ством такой деформации <р9, О<.0^1, ф0 = = /, что точка
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ЕЕ'"™ т <₽авномерно) положительном расстоянии от

2 . Для всех ^"Мерных симплексов г поазмеоность п и ти™ „ г уд« симплексы /тл имеют
мерности<п комплексаКромётого«"’пт»'»’ ““"лексу раз- 
па п симплексы комплекса К- образуюполп»^ 
симплекса. ™ подразделение Ко этого
числу3 Следует' "'Е = = Ь, / равно алгебраическому
точёу комплекса К’, покрывающих при отображении /

многооб°р™теКё °Рте"™Рованное псевдо-
пт /тп гм < ’ находящееСя на положительном расстоянии 
~ ±о^зи°яв^

"’Ж“" оР"ен™Рованное псевдомногоёбрЙе'о "Х™ 7 
о. Возьмем пространство /Р^-Н —оп пл __ тл у.риихрансАво -г Ио теореме Куратовского (4)

У^о да-е топологическое отображение Н полиэдра
* , что - Я/ есть а-сдвиг замкнутого симплекса >; при этом

выбрав надлежащее подразделение КЧ триангуляции К'1, можно пред! 
положить, что И есть симплициальное отображение триангуляции /К" 
и к есть симплициальное отображение в К^- наконец поедпо 
лагаем, что лежит в настолько близко к R", что проекция к 
пространства R^ в R" дает нам снова а-сдвиг симплекса Т"При этом, включив в отображение к, е^ли „а^до, е/е (дос^чно 
малое) смещение, можно предположить, что комплекс «яИ находится 
в общем положении относительно точки Л Отображение к“ 
эдра /Г" обозначаем через й; очевидно, к/ есть тот же «-сдвиг яд 
симплекса ТП. Достаточно малый симплекс тп, содержащий внутри 
точку У может при отображении Л/ = покрыватьсТХ Х₽а- 
щими на /0 симплексами комплекса К". Значит, при отображении Ь 
симплекс т" может покрываться лишь лежащими на <?» симплексами 
комплекса , Степень отображения к псевдомногообразия О4 в точке х° обозначим через у'. Тогда степень у" отображения ЕЕкКЕЕЕ

х. в точке равна ут, ц Радо
Г 1. Для этого достаточно заметить, что посредством а-сдвига тти 
^икл ^ХТРзена°чи?,Т В ГОМОЛОГИЧНЫЙ емУ в -окрестности его тела

г" = » ^ёхп, х°) = V (тг^дх", х°) = V (Дхл, х°) = 1,

чем формула (1) доказана.
7- Сдедствия Ф0Рмулы (1). Если Ф с rfRn есть компакт 

то^ Ф ограничено и, значит, тоже есть компакт (3).
Предположим противное. Тогда имеем в ш ^Ф такую последова

тельность точек х, уходящих при бесконечность что
В некот°рой точке у/€Ф. Заключая множество

в симплекс Т и применяя формулу (1), убеждаемся, что некоторая 
окрестность точки у покрыта при отображении ? симплексом Я

следояательно> ПРИ любом достаточно большом к найдется 
точка х^ь? ук. Но этого не может быть, так как при достаточно 
большом к имеем р(х*, х')>а. Из доказанного, кроме того, следует 
что открыто в R" (3). 7 ’

8. Переходим к доказательству основного утверждения- 
цикл гг в ограничивает в ^п. Так как oRl 
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всякий
'п есть, очевидно,



связное множество, то ограничиваемся случаем г>0. Обозначим 
через У тело цикла гг. По только что доказанному <₽ V лежит внутри 
некоторого симплекса 7\ Апроксимируем отображение <р на Тп симпли- 
пиальным отображением / некоторого симплициального разбиения К 
симплекса Тп в подразделение X" пространства R" так, чтобы выполня
лись условия (хп означает цепь, являющуюся подразделением в К 
ориентированного симплекса РД

1°. /Тп с ^Rn.
2°. » (^Дх”, V0) = »(<рДхя, у°) = ± 1 для любой точки у0 б г.
3°. Для всех хп^Кп симплексы/т” суть п-мерные симплексы в общем 

положении с симплексами гг.
Рассмотрим — в смысле, установленном мною в (■) пересечение 

сингулярной цепи \хп,^ с циклом гг. Это пересечение есть син
гулярная цепь (иг, /) = (хп, кг'.

У Докажем, что (иг, /) есть сингулярный цикл. В самом деле, по 
формуле (4) работы (а) имеемд («г, у) = Д ((хп, у) х гО = ± △ (ап, /) х гг = ± (△*",  У) х = 0

* Исправляю мелкий недочет в этой работе: на с:р. 1060, строки 17 18 снизу 
вместо слов: „Его граница У есть наименьший носитель...“ надо: „Его граница у 
содержится в наименьшем носителе —

(последнее равенство вытекает из того, что уДхяПх пусто)- Итак, и 
есть цикл Поэтому и.г = Дх^1, где х^1 —цепь в 7, и, значит, 
унг _ уДхг+1 = Д/х^1. По формуле (1) работы (5) имеем /и — /1 (« , /), 
а по формуле (5) той же работыЛ у) = д ((х« у) х ^) = ух (хя, У) х г' = fxn х г'.
Так как каждый симплекс комплекса Xя, содержащий точки покры
вается при отображении У цепью Xя со степенью ±1, то уд х? 
с точностью до подразделения совпадает с цепью ±^, чем все
дока3аНО- Поступило
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