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ОЦЕНКА ОСТАТКА ПРИ ПРИБЛИЖЕНИИ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА, 

ПОЛИНОМАМИ, НАИЛУЧШИМИ В ЗАДАННОЙ СИСТЕМЕ ТОЧЕК

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 27 I 1250)

1. Мы рассматриваем приближение функций (непериодических, на 
отрезке —+ принадлежащих к классу КН функций, 
удовлетворяющих условию Липшица с константой К, в двух случаях:

1) приближающий функцию / полином обыкновенный (и —1)-й 
степени Рп (f, х), наилучший в системе точек Xk = cos (^к / п);

2) приближающий четную функцию / полином обыкновенный 
2 (и — 1)-й степени Рщ (f, х), наилучший в системе точек Xk— sin (Ьт/2/i), 
причем класс четных функций, удовлетворяющих условию Липшица, 
обозначен через КН.

Нами получено асимптотическое выражение (оценка), во-первых, 
верхней грани ^р (КН, л) абсолютных величин уклонений функции 
от полинома Рп, распространенной на класс КН, и, во-вторых, верхней 
грани $р, (КН, х) абсолютных величин уклонений функции от поли­
нома Р2п, распространенной на класс КН.

Результаты даются следующими теоремами.
Теорема 1. Имеет место равенство

$ р (КН, х) = ~ sin^J ]/"1 — х2 sinnarccosx |Ign + (1)

причем

Теорема 2. Имеет место равенство
Зр^КН, х) =^sin Д|/1 — x2sin2narcsinx| | lg(«|x|)| +0^0, (2)

причем
^р (кн,™^
-р2п \

2. При доказательстве этих теорем нам понадобится приближающий 
непрерывную периода 2к четную функцию / четный порядка п. — 1 
тригонометрический полином Тп (/, х), наилучший в системе точек 
хк = / п. Он выражается формулой

Tn(f, х) = 1
2п

п—\
Qn И f(^ + ^^Qn(x — Xk) f (Xk) + Qn (X — ~) f (к) (3)

к
2п'

2n — 1
sin —2— u

где (x — x^) = Gn №) Gn (x -|- x^), a Gn, (it) == 2 sin x/a и *
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Заметим еще, что в случае нечетности приближаемой функции

~ 1(f, х) = - Rn (х - xk) f (xj), (4)
k=i

где Rn (x- хк) = Gn (% - xk) ~Gn(x + xk).
их ^нормыТРЯВаЯ И КЭК линейные Функционалы и оценивая

Nn (х) = ГI Qn (х) | + 2 2 I Qn (х — Xk) I + I Q„ (x—n) |"1, (5)

L *=i J
» 4 «-1

W = — 2 I Rn (x — Xk) I, (6)
*=1 

получим

W = I slnrax11 Ig(n | sinx|) | + 0(1), (7)

^W = 4lsinnx|]gn + 0(l) * (8)

3. Для доказательства теоремы 1 совершим подстановку х = cos z 
и вместо оценки $Рп (Н, х) будем находить оценку (Нс, z), где 
'Л —полином (3), а Нс — класс четных функций F периода 2тг, удов­
летворяющих для любых z' и z" условию

| F (z") — F (z') К | cos г" — cos z' |.

Четная функция ср, определяемая на полупериоде равенствами

9 (О = (— 1 )k (cos kh — cos t — sin kh tg (A 12))
(A = n In, kh^t-^)k + 1)A, k = 0, 1, n— 1), (9)

принадлежит к классу Hc и, так как

<Р {Zk^) — ср (Zk) = ( — 1)* (cos (А — 1) /г — cos kh), 
то

(нс, ^=1.- Тп \ 'nJ п

Оценка ^(Яо z) сводится к оценке sup | Тп(F, z) |, где Я'— под- 
^и'с '

класс функций F из Нс, обращающихся в нуль при данном значении z.
Положим z = mh-\-z' (U<2' <А) и представим Qn(z — zk) в сле­

дующем виде:

Q« (г — Zk) = (— 1 )k~m [sin nz' • / (A) — cos nz'\, t(k) = —.
' J v ' cos (ktc I n) — COSZ

Определим l неравенствами

sin nz't (/) — cos nz' 0, sin nz' -t(l + 1) — cos nz' >0.

Подробное доказательство этих равенств, а также результатов, изложенных в Р) 
можно найти в работе (2). '
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Здесь возможны три случая:
1) 0<raz'O/2, тогда 0<Z</n;
2) z / 2 <1 nz' <1 (г + ~) / 2, I отсутствует;
3) (z + тг) / 2 <С wz'< тс, тогда т + !■</<;«.

Для определенности будем считать 0</<т. Легко видеть, что
sign Q„ (z — Zk) = (— 1
sign Qn (z — zk) = (- 1 )k~m 
sign Qn (z — zk) = (—

(£ = 0, 1, I),
(k = I + 1,..., m),
(k = m + 1,..n).

Далее, для F^H'C имеем

I Tn (F, x) К Yn 221 Чк I (cos (^ — 1)A — cos kh) + 
L i

2 I Qk I (cos kh — cos (A + 1) h) 4- I Qk I (cos (k — 1) h — cos kh) + 
m+l

n -1
+ 2 । I (cos (^ “ 1)^ — coskh) +0^^,

где
i

Qk = ^Qn^Z-Zk) 

v=k
k

^=2 Qn(z~Zk)
*=Ж
n—1

Qk = 2 Q^z — Zk)

(Ю)

(£ = 0, 1, ..., /);

(й = I + 1,..., т),

(& = т + 1, .

n
q^^Qn^z — Zk) )k =m+\, ...,n), 

v=k
причем

sign qk = sign Qn (z — zk), sign q'k = sign Q„ (z — zk).

Определим функцию <рг (t) из H’c на полупериоде, приняв за основу 
функцию (9), полагая для \)h:
9Д0 = ?(0 (^ = 0, 1,...,/—1); ^(^) = (—l)^1 sin/Л - tg(/r/2) )k=.l) 

(~\)m^(t) = ~^(t) (k = l + 1, m-2);
/ 1\тГ(С05(т — 1)/z — cosZ) sin (m — 1) Л

9г (0 — (— 1) [ ’ sin (m — 1) Л + sin mh

— sin Qn — 1) h • tg у j (k = m — 1);

<рг(^) = 0 (k = m);
ъ Q) = (- 1 )-i (A = m + 1);/ v / sin (m +1) h + sin (m + 2) h ' ' '

(t) = <f(t) (k = tn + 2, .. ., n — 1).
Очевидно, выражение IT^^, z) | равно правой части (10). Преобра­

зуя ее, мы имеем

z)=^\n^l2^\Qk\ sin kh +2 I sin^ + 2 sin+°© ’
V 1 m+l mH '
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И, следовательно,
1 h

Sfn(^,z) = — sin-у 2 \Qn(z — srA) I Sin AM? + o(—Y (Ц)
*=i v« /

Замечая, что | Qn (z — zk) | = sin пг-sin z 
cos kh — cos z + О (1), и имея в виду, что

sin nz I , , , _I cos kh — cos z | Sin l ~ \Rn(z zk) I,

на основании (6) и (8) можно написать

г) = —sin^lsin^-sinra^llgn +

Возвращаясь к переменному х и, следовательно, к классу Н функций f 
и умножив результат на К, мы получим (1). ' 7

4. Чтобы доказать теорему 2, мы сделаем подстановку x = sin(z/2) 
и оценку SP^,x) сведем к оценке $тп№, z), где Hs — класс чет­
ных функций периода 2~, удовлетворяющих условию

|/4^-n/)l<|sinJ-sin4'|I д I

ЧеТ"0Й ФУ“Ц"" "а »„ределяе-

W) = (_i).(sta“_sin '._cos«.tg£) 

(h = n/n,kh^t^(k + l)h, 6 = 0, 1, ..., n — 
мы найдем, что

(12}

(/Y _  1
п J ~ 2п'

Далее будем оценивать^ \Тп^, ?)|, где Н,- соответствующий 

подкласс функций Л из
Так же, как была установлена справедливость равенства (11) 

можно доказать, что ' *
, h П

^fSHs’ sin Z 2 IQYz —z*)|cos~ , (13}
*=i

причем экстремальная функция строится аналогичным образом на 
основе функции (12). г

Оценивая правую часть (13) примерно тем же способом, каким ив
(о) получается (7), мы получим

(of (Hs, z) = — sin Д 1 n ’ 7Г 4n cos j-sinnz 1Н'Ф1пт1)1+0(Т)
Возвращаясь к x, имеем (2).

Поступило 
29 XI 1949
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