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К ТЕОРЕМЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 I 1950)

Рассмотрим дифференциальное уравнение

у" + {X— q(x)]y = 0 (0<х<оо), (1)

где X — действительное число и q (х)— действительная, непрерывная 
в каждом конечном интервале функция.

Пусть 9(х, X) есть решение уравнения (1), удовлетворяющее на
чальным условиям

(0, X) — sin а, 9^ (0, X) = — cos а, (2)

где а — действительное число.
Имеет место следующая основная теорема (13):
Пусть f(x) с L2 (0, оо). Существуют, по крайней мере, одна, не 

зависящая от функции f(x), монотонно-возрастающая, ограничен
ная в каждом конечном интервале функция р(Х) и зависящая от 
функции f(x) функция Е(X) (обобщенное преобразование Фурье функ
ции f(x)) так, что справедливо равенство Парсе валя

^/2 (х) dx = F2 (X) (X); (3)

0 —ОО

f(X) есть предел в среднем квадратичном функций
п

Fn (X) = (х) 9 (х, X) dx (п > 0),
о 

т. е.
со

lim \ {F (X — F,;(X)]2tZp(X) = 0.
П->оэ J

—ОО

В дальнейшем на функцию р(Х) наложим следующее нормирующее 
условие: р (— 0) = 0.

В настоящей^ заметке я даю простой способ оценки функции р (X) 
для положительных X.

Теорема. 1) Если cosa = 0, то для |л->оо

К)
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2) Если sin а = 0, то для р.-^оо

p^X-j И^3 + О(Иг4
3) Если sin а cos а =у^= 0, то для ц->оо

2 sin2 + °0)-

(4")

(4"')

в ввдеКа3аТеЛЬСТВ°' Пусть slna*0' Перепишем уравнение (1) 

у" + = q(x)y.

9 (х, X) = cos X х sin а — —C^-cos а 4- 
/х

— dt.
О

(5)

Отсюда легко следует, что для х в конечном интепвато и х о 
функции ср(х,Х) равномерно ограничены (см., например (3) сто И) 
Ос^в’яеь на этом' ле™ ПОЛУЧИТЬ для лДо следующую оценку

ср (л-, X) = cos Их х sin а — cos * + О | ^(х — z1) ей j =

| cos Их x sin pc ^2- cos a j + О (№) = sin ос cosHXx + О (л). (6)

Применим равенство (3) к функции fh(x) = t (O^x^h), fh(x)=O 
(x>A). Мы получим

1 С / 1 С |2 И z Л .2

л “ } I Л у dx \ dp (X) > С 11 С<р (х, X) dx dp (X), (7)
0 -о о J

ГДе^ произвольное положительное число.
В силу (6) имеем

if 1 с - ".у ^ср (х, X) dx = sin а - ^cos /X х dx + Д‘ О (х) dx =
0 О uJ

sinKX h , „ ,,,
= SinaTX + °W- (8)

Поэтому из неравенства (7) следует

O(/;)pp(x). (9)1
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Положим следовательно, Так как/х<Ун,

то /хЛО/2 и, в силу известного неравенства,
/sin Ел й\2 > 4
\ Ехй / ^“2'

Поэтому из неравенства (9) следует

{^+о(^)}<МЧ-
-О

— sin2 а | 1 + О | Р (и)-
тс I \У [Л / J

Отсюда следует оценка (4"'). 
Если cos а = О (следовательно, sina = ±l), то из (7) и (8) следует

о

и поэтому мы получаем более точную оценку (4).
Пусть теперь sin a- = 0, следовательно, cosa = ±l. Из интеграль- 

- кого уравнения (5) следует оценка <р(^,Х) = О(0- Поэтому из того же 
  интегрального уравнения получаем
   

т(х,Ч = ±!-^ + о{((х-0«л}=±в-^Т-' + О(х»).
       о

( ледовательно,

  о
Применяя равенство Парсеваля к* функции /й (%) = 1 / Л2 (0 < х < h), 

fh(x) = 0 \x>h\ мы получим оценку

p>U4^^)+O(ft,)rpW'
Если У \xh / 2 = л / 2, то из последнего неравенства следует

Отсюда получаем оценку (4"). Отметим, что оценки (4') Ю и (4е) 
близки к окончательным, так как в простейшем случае д(х). (см.,
например, (3), стр. 79)

2 СР W к J х2 sin2 a +cos2 a
6

Легко подсчитать, что при cos a — О
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при sina = О

наконец, если sin a cos a =f= 0, to

p — IS arc tg tg a).

Из оценок (4') и (4'") легко следует, с помощью 
по частям, что для любого положительного е интегрирования

Х’^ (Ю)

Из оценки (4*) следует

с d р М /i W<o°- (10')

С помощью последних оценок 
абсолютной сходимости интегралов

можно получить простые признаки

^(^T^X)^^), (П)

еСТЬ o6o6uieHHOe преобразование Фурье функции f(x). Если 
sin а 0, то справедлива оценка (10). Поэтому из неравенства Коши- 
Ьуняковского следует, что для абсолютной сходимости интеграла (11) 
достатрчно, чтобы для больших X выполнялась оценка

| F(X) |
X /*+е

где е>0 и E?(X)rfp(X)<oo.
-о

В самом деле,

l^(^)?(^X)|rfp(X)<sup|9(x,X)]^|F1 (Х)|^)< 

(“ 11/1 (” 11/2<sup|9(x,X)|H>?(X)^ К™ <оо.
л>о I J J ( jx Jо

Если sin a = 0, 
статочна оценка

то для абсолютной сходимости интеграла (И) до-

f(X) I
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