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МАТЕМАТИКА

Б. Я. ЛЕВИН

О РЕГУЛЯРНО РАСТУЩИХ ФУНКЦИЯХ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 2 II 1950)

В основе предлагаемого исследования лежит следующая теорема:
Теорема 1. Если и (г)— гармоническая функция при 1т г >0 

и непрерывная при 1т г ^0; если
а) Пт ^р = <т<оо (1т г^О);

’ 1^00 I г I К ”
ОО

б) интеграл д =\ и(Т) существует,
—ОО 

то 
со

« = V 5 11 Ц-ху+у* 0)
—со 

где
у = 1т г > 0, х = Ре г и к = Пт (и (1у)/у).

У~>со
Доказательство. Обозначив

X
Ъ(х)=\и(1)р^Л' (2)

о
мы из условия б) получим, ЧТО I ф (х) I <С М (—оо<х<^со) и при лю
бых а>0 и /г>0 будем иметь
а-\-Ь аА-Ъ

$ м^м(о0-+4-Х+*+ 5
а а

со

С другой стороны, из а) следует, что ) и (± /) Г3Л < оо, и, сопо- 
1

ставляя с (3), получим:
оо
^Ь^Ц^^оо. (4)
1

Обозначая через •п (г) первое слагаемое в формуле (1), а= и(ф) 
при | /1 и Хдг (0 = 0 при 111< И, мы получим:

= ° (1) у/ +^-[ф Ю + Ф (0 И “
ОО

~ ТГ § "(й [(/ —х)2 +у2]
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d г Р 1 
меняет

Так как = О(/ 4), то при произвольном е>0 и ^>^e верно

I (^) I <е- Заметив, кроме того, что ядро
V2знак при 7 = х , получим из (6), что

| v(z) |<о(1)_у + zr2jy (е>0).

Из а) и (5) можно получить, что гармоническая функция

w (г) = и (z) — V (z) — ky

(5)

(6)
^^™7^У'СЛОВИЯМ: 1)Их) = 0’ 2) и 3) ^(?)<

Вейлу условия 1) функцию ® (г) можно продолжить нечетно отно
сительно у в нижнюю полуплоскость. Гармоническая функция

y+h т+й
(z) = i J w + г/)dt d~ 

у—h x—h

удовлетворяет условиям 1) и 2), а условие 3) заменяется условием: 
3) ®й(г)<о(г2) при 1т?>0. 7

Применяя к функции ю^-гу (е>0) принцип Фрагмена и Лин- 
делефа внутри угла 0<аг&г<тг/2, мы из 1), 2) и 3') получаем, что 

при 1т г> 0, и, в силу произвольности е>0 ®А(?Х0 
(1т г >-0). к 7

Переходя далее к пределу при Д —> 0, получим неравенство

■®(г)<0 (1т г >0). (7)

Обозначая через X (г) сопряженную гармоническую функцию, мы 
построим вещественную целую функцию

ср (z) = X (z) — iw (z), (8)

отображающую верхнюю полуплоскость на верхнюю. По лемме 
Н. Г. Чеботарева (\ 2), такая функция имеет вид <p(z) = <xz+^ (а>0, 
дуе =°)’ Э следовательно’ w(^) = — «y; и так как из (1), (5) и (6) еле-

hm = о, 9)
У->+со У V '

то а = 0 и w(z) = 0. Теорема доказана.
Следствие 1. Если функция и (z) удовлетворяет всем усло

виям теоремы 1, то

lim — & sin 6 (0<9<тг). (Ю)
г->оэ ' v '

Это следует непосредственно из представления (1) и оценки (5). 
Следствие 2. Если гармоническая при Imz>0 функция u(z)

ОО

удовлетворяет условию а) теоремы 1 и условиям'- б') + “ dt
__ _ о

существует и в) Hm то
|л|->со |Х|

lim = kSinо (0<6<k). (П)
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Определение. Функцию /(г), голоморфную и конечной сте
пени внутри угла 6Х ■< агд д < 02> мы называем функцией вполне 
регулярного роста, если существует

, /дч 1п|/(ге,е)|• АД6) = hm ——-----{г ее, е1<е<е2). (12)

Е здесь обозначает некоторое множество нулевой плотности, т. е. та
кое, что

Пт (теэ^г/г) = 0, (13)

где Ег — пересечение множества Е и интервала (0, г).
Теорема 2. Если функция f(z)— голоморфная и конечной сте

пени при 1тг>0 и
СО

О4)

существует, то ф(г) вполне регулярного роста в верхней полу
плоскости. *.

* Можно утверждать несколько больше, а именно, что функция / (г) «имеет сте
пень» по каждому лучу при (8 0 < тг —8) (8 > 0) в смысле, определенном С. Н. Берн
штейном (3). В этой статье С. Н. Бернштейна есть результат, аналогичный теореме 2. 
Аналогичный результат есть также в статье М. Г. Крейна (’)■ Теорема 2 дает неко
торое усиление известной теоремы Картрайт (4). У Картрайт в (14) вместо 1п |/( О I 
стоит 1п+|/(01> что для функций конечной степени является несколько более силь
ным требованием.

Доказательство. С помощью известной формулы Карлемана 
мы из (14) получаем, что

(15)

где аА — корни функции f(z). 
Построив функции

ОО |-- ---

е(г) = П
*=1 1—

fi(z) = f(z) в Цг)

и заметив, что | fx (х) | = |/(х) I, мы получим по следствию 1, что

lim i4LLA(/LJ_ = й sin 6 (0 < 6 < л).
г->со

(16)

Из (15) легко получить, что функция 0(z) удовлетворяет при 
3<argzO —8 (8>0) и r^Es,e (Es>i — множество нулевой плотно
сти) неравенству

— er<ln|0(z)KO.

Отсюда и из (16) легко следует утверждение теоремы.
Аналогично доказывается:
Теорема 3. Если функция ф(г) — голоморфная, конечной сте

пени в полуплоскости 1т г 0 и удовлетворяет условиям-.
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ОО

а) 21п|/(^)/(—^)|^ существует и р) А/(0) + (тг)<0, то ф{г) 
1

вполне регулярного роста в верхней полуплоскости *.
В теории целых функций особую роль играют функции, удовлет

воряющие условию (15). Эти функции названы были Н. Н. Мейманом 
функциями класса А. Н. И. Ахиезер (9) и Н. Н. Мейман (8) независимо 
друг от друга доказали, что необходимым и достаточным условием 
принадлежности целой функции /(г) конечной степени классу А 
является ограниченность интеграла** 7

. ^>0). (17)
о

С помощью теорем 2 и 3 легко доказать следующие теоремы.
3 е о рем а 4. Для того чтобы целая функция конечной степени 

была функцией класса А и чтобы множество ее корней имело 
плотность, т. е. чтобы существовал предел

Д = Ищ^,
г—>оо

необходимо и достаточно существование интеграла

9 1+/2 ЦО)
о

Теорема 5. Для того чтобы целая функцияф(г) конечной сте
пени была функцией класса А и вполне регулярного роста, необхо
димо и достаточно, чтобы: 1) существовал интеграл (18) и 2) ин
дикаторная диаграмма функции ф (г) была отрезком на оси Оу.

В заключение отметим, что для функций конечной степени и клас- 
са 5?лная регулярность роста эквивалентна следующим условиям:

1) Существует ₽ = Ит К (г)/г) = Пт («2 (г) г), где пДг) и пДг)~ 
число корней функции ф (г), соответственно, в полукругах I г! <~ г 
Кег>0 щ |г|<г, Кег<0. 1

2) Существует предел 8 = Пт 2 , где — корни функ-
1«Л I < г 

ции ф (г).
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теореме 3, была доказана Н. Левинсоном для целых функ-


