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1. В настоящей работе выделяются те требования, при выполнении 
которых в многообразии локальных пространств устанавливается ли
нейная дифференциальная связность, обладающая группой голоно
мии Ц,2). Доказывается, что в случае конечности группы голономии 
такое многообразие эквивалентно многообразию с дифференциальной 
групповой связностью, т. е. многообразию, локальные пространства 
которого однородны и дифференциальная связность которого опреде
ляется уравнениями, аналогичными уравнениям инфинитезимального 
преобразования фундаментальной группы, причем роль фундаменталь
ной группы играет группа голономии. Важным следствием этого 
факта является сведение задачи классификации дифференциальных 
связностей к задаче классификации групп преобразований Ли.

2. Пусть имеется топологическое пространство В (базисное про
странство), элементами которого являются также топологические 
пространства Е (локальные пространства). Пусть при этом выполняются 
следующие требования:

Требование 1. Базисное пространство В гомеоморфно области 
Димерного евклидова пространства.

Следовательно, в базисном пространстве В можно ввести коорди
наты так, что каждой системе значений И координат и1,..., иК из 
некоторой области будет соответствовать определенное локальное 
пространство Е (и) и обратно.

Требование 2. Все локальные пространства являются «-мерными 
топологическими прог гранствами, гомеоморфными некоторой области 
«-мерного евклидова пространства.

Следовательно, в каждом локальном пространстве можно ввести 
координаты так, что будет установлен гомеоморфизм локальных про
странств по принципу равенства координат соответствующих точек. 
Такой гомеоморфизм будем называть начальным соответствием локаль
ных пространств при выбранной системе отнесения. Координаты 
точки локального пространства Е (а) будем обозначать х1 («),..., хп («), 
или, короче, х1,..., хп.

Замечание. Требование 2 можно было бы заменить более 
естественным и широким требованием аналитического изоморфизма 
локальных пространств некоторому «-мерному аналитическому много
образию. Однако для упрощения изложения мы ограничимся требо
ванием 2.

3. Пусть установлено множество отображений любого соседнего 
локального пространства Е (и + (ВТ) на произвольное исходное Е(и), 
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подчиняющихся при выбранной системе отнесения и при определенном 
ею начальном соответствии следующим требованиям.

Требование 3. Координаты xl(u, du) образа точки x^u + du) 
соседнего локального пространства E(u + du) в исходном локальном 
пространстве Е(и) являются дифференцируемыми функциями отно
сительно дифференциалов аргументов du\...,duN при их нулевых 
значениях, т. е. отображения имеют вид 7

N

где р = 2 \duJ\; lim d = 0; i, k = 1,..., П\ J К = 1 N-'.
Г1 Л —О

(1)

И i,

множества аргументов, не зависящих от duJ.
^^еб°%аИае 4’ ПрИ Нулевых значениях дифференциалов аргу
ментов отображения сводятся к тождественному отображению исход
ного пространства на себя, т. е. У отражению исход

Требование 5. Коэффициенты/;^) при дифференциалах du^ 
линейных членах выражения (1), определяющего отображение и^и™^^ аналитическими функциям/от хЧи)

Следовательно, все отображения имеют вид:

л' (« + du) -» х1 (и, du) = х‘ (и) + (л* («ï (2)
Определение. Многообразие В локальных пространств Elu} 

удовлетворяющее требованиям 1, 2, с установленным в нем отобра
жением локальных пространств, удовлетворяющим требованиям 3 4 5 
мы будем называть многообразием с дифференциальной связностью’ 

лавная часть определяющего связность отображения определяется

dx‘ = (xk, ик) did, 

которые будем называть уравнениями связности. 
Обратимое аналитическое преобразование переменных

(3)

х‘ = х‘(хк, хк), ^ = и^ик) (4)

отображае! наше многообразие локальных пространств с дифферен
циальной связностью в такое же. Поэтому указанные преобразования 
мы удем считать допустимыми, а получаемые при помощи их мно
гообразия — эквивалентными.

4. Требование 6. В базисном пространстве В существует мно
жество допустимых непрерывных линий, обладающих следующими 
свойствами: “

а) каждая допустимая линия состоит из конечного числа аналити
ческих кусков, вдоль каждого из которых система (3) интегрируется 
при любых начальных условиях;

б) линия, состоящая из конечного числа допустимых линий, также 
допустима;
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в) текущая точка М(и) соединима с некоторой фиксированной 
точкой ЛЦ«о) допустимой аналитической линией, аналитически зави
сящей от М (и);

г) из текущей точки в любом направлении выходит допустимая 
линия аналитически зависящая от точки и направления.

Таким образом, каждой допустимой линии, соединяющей две точки 
базисного пространства В, будет соответствовать взаимно-однозначное 
отображение друг на друга локальных пространств, соответствующих
этим точкам. _ . -

Преобразования локального пространства Е(и) в себя, соответ
ствующие всевозможным допустимым замкнутым линиям, исходящим 
ИЗ данной точки (и1,базисного пространства В и оканчиваю
щимся в ней, образуют группу, называемую группой голономии. 
Эта группа одна и та же для всех локальных пространств.

Соединим фиксированную точку И4о(“о) базисного пространства В 
С его текущей точкой М(и) допустимой линией, аналитически зави
сящей от и1,..., и назовем эту линию координирующей. Эта линия 
приведет в соответствие каждой точке х‘(н) из Е(и) точку х‘(«0) из 

и обратно. Мы будем предполагать, что выполнено такое допу
стимое преобразование локальных систем координат, в результате 
которого указанное соответствие точек пространств Е (н0) и Е (и) 
осуществляется по принципу равенства координат.

Из текущей точки М(и) проведем допустимую линию в направле
нии (X1,..., Х^: ।

Ц/ (0 = (Е и«-, X*); (О |/=0 = «Л |/=0 =

Проинтегрировав вдоль этой линии систему (3), мы получим
= <Ж хк, ик, X*), (5)

причем
* V) = Л Т1« = Л “Р

Формула (5) определяет отображение локального пространства 
£[«(£)] на локальное пространство Е (и).

Соединив точки М (и) и М[«(0] координирующими линиями с 
точкой М0(и„\ мы получим замкнутую допустимую линию МММ0М. 
Отображение локального пространства на себя вдоль этой линии будет 
также определяться формулой (5).

Итак, преобразование (5), определяющее отображение соседнего 
пространства на исходное Е(и), принадлежит группе голо
номии. „ ,

5. Требование 7. Группа голономии является конечной (г-член- 
ной) группой Ли. „

Определение. 11ри выполнении дополнительных требований о и 
7 мы будем говорить, что дифференциальная связность многообразия 
является связностью, обладающей конечной группой голономии.

Пусть инфинитезимальное преобразование этой группы опреде
ляется уравнением

dx^ = ^p(xk)^ = (6)

где — линейные инвариантные формы группы, а (х*) коэффи
циенты ее инфинитезимальных операторов Хр, т. е.
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Тогда конечное преобразование группы будет иметь вид 

х1 = х‘ + (xk) ар + ...

Сравнив эту формулу с формулой (5), мы получим следующую тео
рему.

Теорема. Дифференциальная связность многообразия, обладаю
щая конечной группой голономии, при подходящем выборе коорди
натных систем в локальных пространствах определяется уравне
ниями

dx1 = Q (х*) wp, (7)

причем Хр = (хй) -jp—инфинитезимальные операторы группы го
лономии, ыр = Гр (uK)duJ— формы, определяющие связность.

Замечание. Допустимыми преобразованиями, не нарушающими 
вида уравнений (7), будут теперь являться лишь те преобразова
ния (4), при которых преобразования координат локальных пространств 
х‘ = х‘ (х\ ик) принадлежат группе голономии.

Следствие. Перечисление всех типов связностей N-мерного 
многообразия п-мерных локальных пространств, обладающих конеч
ной группой голономии, сводится к перечислению всех конечных 
групп Ли, допускающих п-мерное представление.

Если, например, п = 1, то, как известно (3), имеется только 4 типа 
конечных групп Ли: 1) X = 0; 2) Xr = р-, 3) = р, Х2 = хр-, 4) =Д
Х2 = хр, Х3 — х2р.

В соответствии с этим получается и 4 типа связностей многообра
зий одномерных локальных пространств: 1) dx = 0; 2) dx = TjduJ; 
3) dx = rjduJ + xl'ydu7; 4) dx = VjduJ + xTuduJ + x^Y^jduY Эти связ
ности были перечислены В. В. Вагнером (2). Столь же просто пере
числить все связности многообразий двумерных локальных пространств, 
опираясь на известное перечисление групп Ли на плоскости (3).

Поступило 
5П1950
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