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Определение коэффициентов в потенциальной энергии коле­
баний молекул является одной из важных задач теории колеба­
тельных спектров. До сих пор вычислялись так называемые динами­
ческие коэффициенты йу, входящие в выражение потенциальной энер- 
гии И = у 21 ^ч х‘ хй гДе колебательные координаты. Однако

1,3
потенциальную энергию молекулы можно выразить и как функцию 
обобщенных сил Q^■ = — 2ХГ- = Коэффициенты по-

/ И
тенциальной энергии (1), так называемые коэффициенты влияния, 
в отличие от коэффициентов кц, обладают рядом преимуществ, в 
частности, они инвариантны к преобразованию координат й, следова­
тельно, более ценны для теории колебательных спектров. Отсюда 
понятен интерес именно к определению коэффициентов влияния.

Из опубликованных ранее методов нахождения коэффициентов 
влияния к*. (х) первый из них требует наличия уже известной системы 
динамических постоянных, второй же предполагает предварительный 
переход от табулированной матрицы кинематических коэффици­
ентов (2) к матрице кинетической энергии 7Д3), что весьма нежела­
тельно. В данной статье рассматривается метод определения коэффи­
циентов влияния, свободный от отмеченных выше недостатков.

Пусть требуется найти коэффициенты влияния родственных моле­
кул а, Ь, с, (1, е, Выберем из них простейшие: а, Ь, с, для которых 
общее число наблюденных частот значительно превышает количество 
искомых коэффициентов влияния к^ (4).

Будем исходить из симметризованных (2) уравнений колебаний 
ядер (3)

(ОХ-А)^ = 0, (1)

где О = || к\ || — искомая матрица коэффициентов влияния; А — табу­
лированная матрица кинетических коэффициентов; Q — вектор, компо­
нентами которого являются амплитудные значения обобщенных сил 
X —квадрат частоты колебаний ы. Запишем (1) в развернутой форме:

(X - Ап) Q1 + (- А12) Q3 + • ■ • + (Ц\Х - А1п) Qn = 0, 
 .................................................. (1') 
(^1Х — Ап1) Q1 + (^2^ —........................+ ' ' ' + №пп — Апп) 0.П = 0.
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В (1) и (Г) элементы А^ образуют матрицу А; Ц*. — приведенные 
коэффициенты влияния, т. е. комбинации искомых коэффициентов 
влияния к*.. Если вследствии симметрии в первой из молекул (а) 
осуществляется типов колебаний, во второй (Ь) — и в третьей 
молекуле ^3, то всего будет ^ = М + Л^2 + независимых симмет- 
ризованных систем уравнений (Г). Из тех или иных разумных сооб­
ражений находим ориентировочные величины коэффициентов влияния: 
часть из них берется в готовом виде или с некоторыми поправками 
из систем постоянных для родственных им молекул; ориентировочные 
значения других можно найти из уравнений (Г), пренебрегая членами 
(— Ац) <2/ при 1=^]', подставив их в системы уравнений (Г) и ре­
шив описанным ниже способом, получим вычисленные частоты коле­
баний для каждой из выбранных молекул а, Ь, с. Сравниваем вычис­
ленные частоты с соответствующими наблюденными и, если нужно, 
изменяем исходные коэффициенты влияния в разумных пределах, 
используя расчетную схему для того, чтобы оценить, как сказывается 
изменение того или иного коэффициента влияния на вычисляемые 
частоты. Такое использование расчетной схемы значительно сокращает 
всю работу. Могут быть приняты во внимание и иные соображения. 
С уточненной системой коэффициентов влияния снова решаем системы 
уравнений (Г) и т. д., пока не получим системы постоянных влияния, 
дающей хорошее согласие соответствующих вычисленных и наблю­
денных частот всех молекул а, Ь, с, (1, е, /. Так как при определении 
коэффициентов влияния, как, впрочем, и при расчете динамических 
постоянных, приходится неоднократно пользоваться симметризован- 
ными системами (1'), то умение сравнительно быстро и точно решать 
последние играет решающую роль. Существующие методы решения 
их или неприменимы (5) или мало эффективны.^). Поэтому для ре­
шения (1') ниже предлагается метод комбинированного наискорейшего 
спуска.

Не ограничивая общности, положим Q1 0 и Ц‘1=#0 и представим 
(Г) в векторной форме

X = Вх = - ^ (2)

где в — линейный оператор с вещественной и симметричной матрицей 
ранга п — 1

^22^ — ^22 ^23^ ^23 ’ ' ' ^2/Л ^2п

(3)
— ^«2 — ^п3‘ ‘ ‘ А™

являющейся функцией собственного значения X; х, г1 и # — (п -^-мер­
ные векторы с составляющими Qj / Q1 (при г=£1), ^Х —Ль Ц‘Х—Ац, 
соответственно; оператор В и векторы, очевидно, образуют веществен­
ное п-мерное пространство, что вытекает из условий для уравнений (1')- 
Поскольку операция В имеет обратную В1, второе из уравнений (2) 
будет иметь решение

х = — В-1 V. (4)

Взяв в качестве ориентировочного собственного значения, например, 
X = Хо = Лг / и* и подставив в (3), мы получим начальное значение 
матрицы В (X): В (Хо) = Во\ аналогично найдутся начальные значения 
векторов V = V (Хо) = # (Хо) = после чего из (4) и (2) имеем
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первые приближения для х и Л:

= — В-^о,

X, =

(5)

(6)

При этом весьма удобно пользоваться сокращенным первым циклом 
несколько упрощенной астрономической схемы (4). Таким образом, в 
первом приближении матрица В (X) В (Х^ = Вг и векторы

~ не зависят от X; обозначив соответствующий матрице Вг опе­
ратор через Въ второе уравнение (2) можно переписать в виде:

В1х4-г>1 = 0. (7)

Решение уравнений типа (7) сводится к нахождению минимума 
квадратного функционала (5)

О (х) = (В^ х) 4- 2 (у, х). (8)

В ^самом^ деле, пусть вектор х принимает некоторое значение 
х — х^ + ег, где 2 — пока неопределенный вектор того же «-мерного 
пространства Гильберта, е —некоторый вещественный параметр; тогда 
(8) запишется в виде

О (х^ + = Б (х»)) + 2е (Вх«1» + ^,1) + е2 (В^ т). (9)

Если при некотором значении х* вектора х функционал (8) обра­
щается в минимум, то, по (9),

(Вх(1> 4- V, г) = О

при любом г, принадлежащем к пространству Гильберта, и, следова­
тельно,

Вх’ + V = О,

откуда х* — решение уравнения (7). Для отыскания минимума функ­
ционала (8) или (9) положим

г(1) = В^1) +

и ищем г из условия, чтобы
^[£»(^) + £^ = 2(ДЧ55 (Ю)

было максимальным, причем || z || = У (z,z) = const На основании не­
равенства Буняковского (x,j)2<(x,x), (у, у) (10) достигает максиму­
ма при

2 = Z(1> = BxxW 4- vv (И)
е найдется из условия минимума (9); для этого дифференцируем его 
по е и результат приравниваем нулю; тогда

(вТю^П)' (12)
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(13)

Итак, вторые приближения для х и Л запишутся в виде

Х^ = Х^) + е(1) 2^,

Л1 - (^, -У(2))
^11 (14)

Этим заканчивается второй цикл метода комбинированного наискорей­
шего спуска.

Далее, по (13) и (14) находим матрицу (3) — В{\2) = В2 и векторы 
д»2, д’', и, значит, (7) запишется в виде

В(2) х + Д’(2) = 0. (15)

Для решения (15) снова повторяем операции (8) —(14), т. е., беря 
в качестве следующих приближений для г и е

12) = В2х<2)+1(2), (11')

получаем третье приближение для собственного вектора х и соб­
ственного значения X:

1(3 =1(2) + е(2)1(2) =1(1)-+ е(1)Д1) + г 2)11), (13')

Таким образом, имеем последовательности х^ и Х^, которые схо­
дятся к пределу, как нетрудно показать (8), с быстротой геометри­
ческой прогрессии весьма малого знаменателя. Быстрота процесса 
сходимости может быть повышена за счет одновременного выполнения 
нескольких спусков сразу.

Рассмотренный метод решения уравнений (Г), в сравнении с ме­
тодами итерации и наискорейшего спуска, является более эффектив­
ным. Достаточно сказать, что, если для решения (Р) методом итера­
ции или наискорейшего спуска надо совершать по 3 — 4 цикла, то 
методом комбинированного спуска, кроме сокращенного цикла, фак­
тически достаточно произвести лишь один цикл спуска при меньшем 
количестве вычислительных операций и более простых числах. Все 
вычисления могут быть расположены в весьма удобную расчетную 
схему.

В заключение считаю приятным долгом выразить свою искреннюю 
благодарность проф. М. А. Ельяшевичу за ценные советы.

Ленинградский военно-механический Поступило
институт 28 1 1950
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