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МАТЕМАТИКА

Я. Б. ЛОПАТИНСКИЙ

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ СИСТЕМА РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 23 I 1950)

Рассматривается система уравнений вида
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ные функции действительных аргументов xlt ..., хп (и 2), опреде
ленные в области D и непрерывно дифференцируемые в этой области 
/1 + ... + jn раз, соответственно. Пусть порядок оператора Ам равен 
ski, si = max Ski.

k
Система (1) предполагается системой эллиптического типа в обла

сти D; это означает, что

| 2 (2)
й+- • -+in=si

если х = (xlt ..., хп) € D; ап ..., а„— действительные числа, 
а* + ... + =^0. Пусть А' обозначает оператор, сопряженный опера
тору А-.
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В'м(ч, г») — билинейные дифференциальные формы, удовлетворяющие 
условию:

* ' п д ■uAkiv — vAmU = V — В'м (и, v).
А дх> '

Совокупность столбцов функциональной матрицы

/Фп(л, У) • ?1р (х, у)\
...................................... (3)
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лрт определять фундаментальную систему решений системы (1) в 
оуд v и если выполняются условия: при х € О, х^у каждая 
функция У^ непрерывно дифференцируема по ..., хп 81 раз, 
причем

2 Лт?т, = 0 (^, / = 1, .. ., р); 
т—\

для всякой системы функций uk = uk(x) (k = \, р), непрерывно
дифференцируемых в некоторой окрестности VczO точки у, соот
ветственно, maxs*;  раз, имеют место соотношения:

* Определение допустимой области см. В), стр. 57.

i

иЛУ) = —lim • • • (« — 0 • • Д У 2 В’1т 11 dSx (k=^—,P)- 
5₽ ₽ i.tii

Здесь 5Р означает сферу радиуса р с центром веточке у. При вы
полнении этих условий для всякой допустимой области * О' с: V с 
границей 5' с V имеют место легко получаемые соотношения

ик(у) = \ ... (л — 1) • • ■ 5} cos (v> 2 В>,т dSx +
J s' J /=1 z,m=i

‘p ,
4“ • (n) • • • \ фцАт! UmdDx (k = 1, . ■ . , p),

3 D' J 1^=1

здесь v — направление внутренней нормали к S' в точке х. ’
Теорема 1. Если коэффициенты операторов Ам в системе (1) 

р
эллиптического типа непрерывно дифференцируемы ^Si раз, то 

i=i
система (1) обладает фундаментальной системой решений в каж
дой точке у € D.

Теорема 1 для случая двух аргументов (с лишними ограничения
ми) была доказана Э. Э. Леви (2). В общем случае эта теорема мо
жет быть доказана тем же методом, основываясь на выражении фун
даментального решения уравнения

, -^—Ли = Ъ, 
J X дх^ дхп J (4)

где — ■■■, «Д есть определенная форма переменных
а1; ..., а„ степени 5 (с коэффициентами, не зависящими от 
Лд, . . . , Хп).

Далее используются обозначения: х = (%!,..., хф, t = ..., О)
п / п

(хь, Д— комплексные числа), (х, х^к, |х| —+1/ У 1х*1 2-
*=1 . Ь=1

Теорема 2. Фундаментальное решение <р(х, у) уравнения (4) в 
точке у определяется (при х=/=у) формулами-.

^(х, у) = <₽(х—т, 0),
, , (’ / \ С Ф (х, а) , ,<р (х, 0) = . (га).. . д-р d^... dxn,

434



I-------------35 (л> ЛУ~П 1ё I — I (« > п) (х,а)=1 2 (2™)"+’ (5 - я)!----------------- I (“«“)) ^^П>>
1 1-1)" (п —д — 1)? у-„ (3<П).
! 2(л/)"+1 ' ' ' '

Формулы (5), (6) нуждаются в пояснениях. Пусть в комплексной 
^-плоскости С есть единичная положительно ориентированная- окруж
ность, Ь прямая, определенная уравнением 1тг = е (определение е 
указывается далее) и ориентированная в направлении возрастания Кег. 
Пусть п-мерное действительное пространство точек ^ = (^, ..., ^п) 
ориентировано указанным расположением координат; полупростран
ство (х, ^)>0 ориентировано согласованно, его граница (х, £) = О 
имеет индуцированную ориентацию; шар в этой плоскости, опреде
ленный формулами (х, ^) = 0, | / | <1, имеет согласованную ориен
тацию, его граница ^(х), (х, £) = О, | £ | = 1, имеет индуцированную 
ориентацию.

Поверхность 5 (х) = (л) в комплексном пространстве точек 
а = (а1, • • •, ««) определяется формулой

[а = г(₽* + 0,
где р, у, ? пробегают, соответственно, Ь, С, Т(х); ориентация 5(х) 
определяется ориентацией декартова произведения ЬхСхТ(х), 
порожденной указанными ориентациями £, С, Т (х).

4^^° е’ Указанное выше, определяется условиями: 0<л<1/ | х | ; 
/(а)=£0 на (х) для всех действительных значений г таких, что 
И I <е.

Легко показать, что функция не имеет особенностей 

на 5г(х). Значение этой функции однозначно определяется аналитиче
ским продолжением на 5е(х) и требованием действительности в точ
ке 1гх + t0 (^ — некоторая точка ТДх)). Из формул (5), (6) можно по
лучить также простое выражение фундаментальной системы решений 
для системы (1) в предположении, что операторы Л« (А, /=1, ..р) 
являются однородными (относительно порядка содержащихся диффе
ренцирований) операторами одинакового порядка, с постоянными 
коэффициентами.

Именно, пусть

где /«(“) — • • • > ал) (к, 1=1, суть формы степени «,
/(а) —определитель матрицы (/ы(а))^, (а) - алгебраическое допол
нение элемента(а) в этой матрице. Тогда фундаментальная система 
решений системы (1) определяется формулами:

У) = <?к1(х—у, 0),

где <р (х, 0) определяется формулой (5).
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В частном случае операторов Л« первого порядка и трех аргу
ментов фундаментальная система решений была получена другим 
методом 3. Я. Шапиро (®).
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