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ОБ ОБЛАСТИ ПРИТЯЖЕНИЯ НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНА

Пусть дана последовательность взаимно-независимых случайных 
величин

?2).

имеющих одну и ту же функцию распределения Е(х). Говорят, что 
Е(х) принадлежит области притяжения нормального закона, если при 
надлежащем подборе постоянных Вп>0 и Ап функции распределе
ния сумм

51 + 5г+ • • • +5П — Ап\„ =----------------=----------------

сходятся к нормальному закону

Ф(х) = 7к £ е-^бг.
— ОО

Вопрос об условиях принадлежности Е(х) области притяжения 
нормального закона был разрешен в 1935 г. одновременно тремя ав
торами— А. Я- Хинчиным, II. Леви и В. Феллером. Найденное ими 
условие состоит в том, что при г—>оо

г2 \ бР{х) = о1 \ х2бЕ(х) 
И>г 'ИО

это условие исчерпывающе характеризует Е(х) с вероятностной сто
роны. В ряде задач может оказаться полезным другое условие, выра
женное в терминах характеристических функций.

Теорема 1. Для того чтобы функция распределения Е(х) при
надлежала области притяжения нормального закона, необходимо 
и достаточно, чтобы равномерно в каждом конечном интервале в

11Ш = 52,
/->0 Ф И

где обозначено
СО

Ф (0 = 1/(01 = 1£ И ешбЕ(х^ .
—ОО
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Необходимость условия теоремы очевидна; для доказательства 
достаточности выбираем постоянные Вп по правилу: Вп равно макси
мальному корню уравнения

и используем одну теорему А. Я- Хинчина ((1), теорема 36).
Только что сформулированный почти тривиальный результат дает 

возможность дать окончательную формулировку локальной предель
ной теореме для случая решетчатых слагаемых, доказанной мной ра
нее (2,3) при некоторых ограничительных предположениях.

Напомним, что случайная величина £ называется решетчатой, если 
существуют такие числа Л>0 и а, что любые возможные значения 5 
могут быть записаны в виде а + кк, где к -целое число (—-оо<^ 
<£<оо). Величина к называется максимальным шагом, если ни при 
каких Ь и к^к нельзя все возможные значения 5 представить в 
виде Ь + кгк. Обозначим

Рп (к) = Р {£1 + + • • • + — ап + кк},
■ ~ ап-г кН — Ап

— в

Теорема 2. Для того чтобы для последовательности взаимно
независимых, решетчатых случайных величин . Д„,..., имею
щих одну и ту же функцию распределения р(х), равномерно отно
сительно к(—оо<^к<^оо) имело место соотношение

Рп Рп{к) —-=е (п->оо)
п V 2 тс

(Вп и Ап сохраняют ранее приданный им смысл), необходимо и 
достаточно, чтобы:

1) Р)х) принадлежала области притяжения нормального закона,
2) шаг распределения к был* максимальным.
Необходимость условий теоремы очевидна. Для доказательства их 

достаточности запишем равенство

^Рп — Л + Л + + 
где 

А
Л = е~‘гх [\ — е-*'2 ।

-А

/2 = е~1гхф*пбх,
А<\х\<гВп

~Вп 
^п<\х\ <-й-

/4 = — е-^-^бх,
И >а

ф* (х) = е“Ап!пф (х),

где А— достаточно большое, а е>0— достаточно малое числа.
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В силу первого условия теоремы, при любом А 

/х—>0 (п-»оо).

В силу второго условия, при любом г>0

(п-»оо).

Выбором достаточно большого А можно /4 сделать сколь угодно 
малым.

Теперь
й гЖд

"Л,

24

где А определяется неравенствами 2М 
ким, чтобы при |^| г

2'?+1А. Выберем е та-

_ 22 I у.

А так как в силу

/«•
Отсюда и из теоремы

гН-Ц

РА

следует, что
2А

| < V й!вп} О-ч)*

условия 1 теоремы в интервале (А, 2 А)

1

/3
-у-О + яО)),

то
й 2я

Д 2' Л.

Отсюда ясно, что при достаточно больших А и п. и достаточно 
малом г интеграл /2 может быть сделан сколь угодно малым. Тео
рема доказана.

Только что доказанная теорема, а также результаты прежде опуб
ликованных статей (2~5) дают возможность сформулировать следую
щее общее предложение.

Теорема 3. Если случайные величины £4Д2,..., ^л,... одина
ково распределены, независимы, решетчаты с максимальным шагом 
А и при некотором выборе постоянных Ап и Вп^О функции рас
пределения сумм

+ ^2 + ■ ■ ■ + — АП

сходятся к закону Ф (х) (который, как известно, должен быть 
устойчивым), то равномерно относительно —оо<^А<^оо) при 
п —> ос выполняется соотношение
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Теорема 1 легко обобщается на случай различно распределенных 
слагаемых. Пусть случайные величины ?2,... Дя,... взаимно-неза
висимы и

ОО

Рп{х) = Р{1п<х}, фп^)= ^е^Рп(х).

Теорема 4. Для. того чтобы при надлежаще выбранных В„>0 
и Ап функции распределения сумм

£1 + ?2 + • • ■ + — -4П

сходились к нормальному закону и слагаемые ^ДВп {Х-^й^п) были 
предельно постоянны *,  необходимо и достаточно, чтобы равно
мерно в каждом конечном интервале в

* Т. е. при некотором подборе постоянных акп и любом § > 0

п

1о8 П
Нт----- --------------

^П|ДИ|
*=1

последнее условие может быть записано в следующей эквивалент
ной форме

Зр-ДМ]
ИтУ-------------- --

ЗР“А«]
6=1

Математический институт
Академии наук УССР

Поступило 
29 I 1950

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 А. Я. X и н ч и н, Предельные законы для сумм независимых случайных вели

чин, М.— Л., 1938. 2 Б. В. Гнеденко, Усп. матем. наук, 3, в. 3,187 (1948). 3 Б. В. Г н е- 
денко, Сборн. тр. Ин-та матем. АН УССР, № 12, 22 (1949). 4 Б. В. Гнеденко,
ДАН, 66, № 3 (1949). 5 Б. В. Гнеденко, Украинск. матем. журн., № 4, 3 (1949).

Нт тах Р 
п—>со
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