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МАТЕМАТИКА
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ОБ ОДНОМ НЕЛИНЕЙНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ

(Представлено академика м И. Г. Петровским 13 II 1950)

Рассматривается уравнение

К (з, (£)) (И = ^х («), (1)
в

где В — ограниченная измеримая область «-мерного евклидова про
странства, К (з, I), 8, 10 В, —симметрическое позитивное, непрерывное 
на ВВ ядро и g(1;, и) — определенная и измеримая для и всех 
вещественных и функция, удовлетворяющая условиям:

а) для всех и й2 | g ((, — g (I, и2) | <; И | — н2 | ;
₽) ~u) = -g{t, и);
у) ug (I, «) > 0 для всех и 0.
Из а) и р) следует, в частности, что g(t, 0) = 0 и что | g(t, и) | 

для всех и.
Уравнение (1) явилось в последние годы предметом ряда исследо

ваний при различных предположениях о ядре К(з, I) и функции 
g и) (1-4). Ниже дается теорема существования решений этого 
уравнения, не вытекающая из результатов указанных работ и полу
ченная вариационно-топологическим методом, впервые предложен
ным Л. А. Люстерником (5).

Пусть {<?<(«)} и {X,}, 0< Х, <С Х,+1, —полные системы собственных 
функций и чисел (в смысле теории линейных интегральных уравне
ний) ядра К (з, Т).

Отметим, что в силу сделанных о ядре предположений ряд 
ОО

2 г сходится.
1=1 ‘

Рассмотрим множество Н элементов вида х = {£,}, где {^} — веще
ственная последовательность чисел, удовлетворяющая условию 

2^^ < оо.
со

Если у = {ц,}—другой элемент Н, то полагаем (х, у) = и>
1=1 

/ °°

следовательно, || х || = I 2 • Тогда Н—вещественное сепара-
' /=1 /

ОО ОО

бельное гильбертово пространство. Так как 2^ -г—2 то каж"
1=1 1=1

ОО

дому элементу х = {^}€ И соответствует элемент х(х) = 2^М5)^2(-#)- 
1=1
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Рассмотрим в пространстве Н произвольную сферу 2^*^ б? и на 
«=1

этой сфере функционал

/(*)=} О Л 2 ^9/(0 ^ в \ ,=1 /
и

где О (Л и) = g(f, v)dv.

Легко проверить, что | /(х) | < || х||2 и что /(х) дифферен-
ОО

цируем в смысле Фреше, причем df{xi И) = где =
/=1 

р / ОО ч

= К 2 ^?/(^) <91^ (И.
в ' >=[ '
Вводя оператор Ах=у, относящий элементу х элемент 

}’ мы имеем> что (х, К) = (Ах, к), и, следовательно, 

А — симметрический оператор, порожденный функционалом /(х).
Отметим легко получаемое неравенство 

। т - (^(2)) I2 < № 2 (2)

из которого в силу ^(.(0) = 0, 4 = 1, 2, ..., следует:

|

Пусть Ап — вырожденный оператор, определенный равенством

А X-v■ V - / п IАпХ-уп, о,...

Покажем, что Ап вполне непрерывен на сфере || х || < С, для 
чего покажем, что Апхк дл%0 при хк ц Х/11|, || х01| <С,
В самом деле, из х* —б^х0 следует 4=1, 2, ... Далее,
имеем

I ^ет-^(^°’)12 < № 2
. /=>

<м22 (^-^о^ + ^с2 2 -г- 

7=1 /=т9-}-1 i

Поэтому для заданного гх>0, выбирая сперва т0 так, чтобы
“ 1 е2 т" А
2 х7 <8Д^’ а Затем так’ чтобы 2 — ф)2 <2^ для

к к0, будем иметь | gi (^)—g. (^) |2 < для к > к0.
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Но тогда для заданного г>0 при к^ко^ будем иметь

|| Апхк - Д„х0||2= 2^-1^ т ~ (^0)) |2 О2, 

4=1 ‘

если ^2^О2, ч. т. д.

Далее, из неравенства

нд.-д^ 2 4;1^) 2 V
/=л+1 1 7=1 4=л-р1 *

следует, что Ап-*А при п -> оо равномерно на сфере || х || <|С. Но тог
да на этой сфере А также вполне непрерывный оператор.

С помощью неравенства (2) получаем:

|| Ах, - Ах2 |р = 2 I ОТ I2 <

со ОО °о
< № з (5?' - 5П’ ■ Д < V Д1 

7=1 4=1 ‘ 4=1 ‘

т. е. оператор А удовлетворяет условию Липшица. Из условий а) и 
3) получаем, соответственно:

а) А(—х) = —Ах, т. е. оператор А нечетный;

Ь) (Ах, х) = 2 ^4 (?) Ъ х (^ ё (6 x(t))dt^>O для х^=0, т. е. опе- 
4=1 В

ратор А позитивный.
Но тогда, в силу теоремы, ранее доказанной автором (®), опера

тор А имеет на сфере || х || = С по крайней мере счетное множество 
различных собственных элементов {хп} и чисел {р.л}

Ахп= 11пхп, п=\, 2, ... (3)

Напишем уравнение (3) в развернутом виде:

4 Г °°

Умножая обе части этого равенства на <рД«) и суммируя по I, 
получим:

К (8, 0 ё (^ хп (^)) сП = и.пхп (в), 
в

где хп ($) = 2 («)•
4=1
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Таким образом, приходим к следующей теореме:
Теорема. Уравнение (1) при сделанных относительно ядра 

К (в, и функции g(t, и) предположениях имеет по крайней мере 
счетное число различных собственных функций

со

■М*)
1=] 

и чисел \ьп, причем

= С2, п = 1, 2, ...
<=1

Замечания 1. Мы предполагали, что ядро К {в, й) не вырожденное. 
" 9/ («) Ъ Ю

В случае вырожденного ядра К ( в, = ----- ------- можно утвер-
4=1

ждать существование у уравнения (1) по крайней мере п собствен
ных функций.

2. Условие у) можно ослабить, заменив его условием, что 
х^))М^>0 для любой ненулевой функции х(ф) € Ь2(В).

в
3. Вместо непрерывности ядра К (в, /) на ВВ можно потребовать, 

чтобы К («, £) имело суммируемый на ВВ квадрат и чтобы

4. Аналогичную теорему можно получить и для системы (см., на
пример, (7)):

^g^t, xJZ), ..., xn(t))dt = ^(s), i=l, 2, ..., n, 
в

при соответствующих предположениях о ядрах Kt(s, t) и функциях 
g^t, иь ..., ип). •

Воронежский государственный Поступило
университет 18 щ 1949
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