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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР В. В. СТЕПАНОВ
ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

1. В моей заметке (х) доказана теорема, в силу которой ограни­
ченность или неограниченность эрмитовой формы

Ф (%) = 2 ? — ХтХп 
т,п

(1)

зависит только от свойств последовательности (неравных) действи­
тельных чисел {^Д. Здесь <р(М— положительно определенная функция 
вида

ОО

?(k) = J e^p^dt,

где p(t)— любая неотрицательная функция, удовлетворяющая усло­
виям (А) теоремы.

Выбирая р (t) = ’ получаем: <р(Л) = и квадратиче-
2 У к

скую форму

т. п

Итак достаточно установить условия ограниченности формы (1'). 
Прежде’всего легко видеть, что для ограниченности (Г) необходимо, 
чтобы {\„} не имела конечных предельных точек.

Упорядочим в порядке возрастания; возможны три порядковых 
типа: 1) 1<п<оо; 2)— оо<п<1; 3) - со < п < оо; тип2^ сво­
дится к 1) заменой t\ на —t. Введем еще ооозначение: Ф(л)С^ W, 
если коэффициенты формы Т(л) положительны и не меньше абсо­
лютной величины соответствующих коэффициентов формы 1 (а).

Теорема 1. Для ограниченности формы (1) необходимо и оо- 
статочно существование такого а>0 и такого натурального 
р*, что, если

— ^«+1 ^л4-р-1 S + p—а’

то
^•п+Р — ^n-t-p—l Д (В)

Достаточность. Пусть условие (В) выполнено. Заменяя раз­
ности X„+i-k„, меньшие а, через 0, а большие или равные « — через 
а, мы увеличиваем коэффициенты формы Фп так что
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ф1 W 2 (Xnk + Xnk+l + • • • + Xnk+pk-^ + J®4»d К К к кk
+ 2 (xnk + • • • + xnk+Pk-^xnL + . . . + Хв^-і),

Th + Pk = «й+b Pk<P*-

Далее, 
пь+рь 1

(xnk+...+xnk+Pk iУ<ple^ +...+x^+Pk lXp, 2 X" ’ 
nk

J Ч+Р/Г' 
(Xnk + . . . + Xn^p^i ) (x^ + . . . + Xn^-l )^~Pl Xn +

nk

в итоге
Ф. W<P‘ (1 + г’’ + e + • • • + e~^ + • • •) 2 X" ’ 

n

t. e. (Г)» a следовательно и (1), ограничена.
Необходимость. Пусть условие (В) не выполняется: для 

любого е>0 и натурального р найдется такое п, что

Л„+і — Хп< е, Хп+2 — Xn + i <С ^п+р ^-ni-p—i <С s-

Пусть значениям p = h 2,... и Sp=l/р соответствуют значения 
п—пр, причем группы чисел пр, пр+ 1,..., пр + Р, Р — В 2,..., не 
имеют общих элементов.

Сохраняем в форме Фх лишь те члены, где тип входят в одну 
и ту же из этих групп. Получим:

Д- Д, ~^п +k~^n +Рг
Ф1М» 2 2 * Xnp+kXnp+l.

р=1 k, 1 = 0

Замечая, что | ^-ap+k—I -^рер—^’ МЬІ ймеем-

Фх (х) 2 ^Хпр + • • • + xnp+pY — 1 (х).

Форма Y(x) неограничена; в самом деле, достаточно положить
Хп =хл+1= . . . =хПп+р--- ——, остальные х„ = 0, и мы получим:

р (р+^!г
со 1 °° 1

V е =: V—___ Т(%)= У - - =°°.2 "'л (р +1)3 р +1

Следовательно Фъ а значит и Ф, неограничена.
В частности, при р* = 1 условие (В) сводится к условию і а.
2. Если /(/) является почти периодической функцией класса 52 (2) и 

ее ряд Фурье есть
.,,, V nt f(f)^bane " , (2)
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то необходимо

Условие (3) недостаточно, чтобы f^S2, в этом случае ряд (2) 
вообще определяет функцию В2()• выполненииТеорема позволяет дать достаточное условие, пр1 
которого ряд (2) с условием (3) определяет / Б.Sr В ₽®оте 
зано, что норма частной суммы ряда (2) в одной из - ся фор. 
метрик 52 с весом p(t), удовлетворяющим условиям (А), дается фо[ 
мулой:

/X а — —ZX а• т апе (4)= sup <?(><„, 
“ т, п

Отсюда следует: ZS

полноты пространства, сходимости к/(Обновляется ограниченность 

^°Рдо’таточность непосредственно следует из определения ограии- 
ченДоГформ™^необходимость получается, если предположить и„>0, 

'“ша’к Ж™ 
фонтах, выполняющих(ЭД, ряд(2)

Таким образом, для этого класса (вклюад случай
функции) справедлива те0?е“ (4)<
настоящей теоремы (Vri — необходимо, чтобы ряду
Фур^е^бхбдХТся бмоЩЗ^сообветствовала почти периодическая 

ФТТрТМТ25зали а.>0 выполняв (3) „ Ф(а)-~. -по ряду 

(2> ЕблиЛ“”“ <’»• ™

hVn

есть почти периодическая функция
сходится к /(О в метрике S2. Ей соответствуй р а

9 2'

Функция Л(/)6 ^равномерно апроксимируется суммами Бохне- 

ра — Фейера <б)

п

причем 0<^><1, Пт е='■ Допуе™ ^“' =

6=ол^™;сй^мГІ,7<Я

а„>0) имеем:
2 «2
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Из условия Ф(а) = оо следует, что Ф^(a)>>ЗЛl при достаточно 
большом N, а отсюда, увеличивая в случае надобности q и умень­
шая h., получаем:

I! И2 > ф^ ап ) > 2М.

Полученное противоречие доказывает теорему.
, N , 2

В частности, если j Хп | < Л для всех п, то Ф^ (а) Э> с / V ап j ,
\ 1 /

где с = ^4л’, и ряд (2) при условии ап>0 представляет/€52 только,
ОО

если V ап<^°°, и в этом случае f£Upp. Доказательство этого факта
1

для Хя-»0 сообщено мне Б. М. Левитаном.
Поступило
30X1 1948
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