
Доклады Академии Наук СССР
1950. Том ЬХХ1, № 2

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. X. ШАТАШВИЛИ

ОБ УСТАНОВИВШИХСЯ КОЛЕБАНИЯХ ПРИ ЗАДАННЫХ 
СМЕЩЕНИЯХ НА ПОВЕРХНОСТИ УПРУГОГО ТЕЛА

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 17 I 1950)

В настоящей статье рассматривается задача об установившихся 
колебаниях упругого тела, когда на поверхности заданы компоненты 
вектора смещения. Д. И. Шерманом и позже И. Н. Векуа дано пол­
ное решение плоской задачи при заданных на границе смещениях (1,2). 
Пространственная динамическая задача теории упругости с заданными 
смещениями на границе также полностью изучена В. Д. Купрадзе (3). 
Пользуясь способом, предложенным Д. И. Шерманом (х) (отличным 
от метода, содержащегося в (3)), мы строим в настоящей статье неко­
торые частные решения, с помощью которых граничная задача тео­
рии упругости при заданных на поверхности смещениях приводится 
к системе интегральных уравнений Фредгольма; нами также устанав­
ливается разрешимость полученной системы.

1. Пусть дано некоторое конечное упругое тело, ограниченное 
поверхностью 5, удовлетворяющей условию Ляпунова. Через 
Ф(х, г) и Т (х, у, г) обозначим, соответственно, продольный и 
поперечный потенциалы упругого тела. Как известно, они удовле­
творяют следующим дифференциальным уравнениям:

АФ + £2ф = о,
(1) 

ДТ + ^Т = 0,

где А —оператор Лапласа; А2 = Х2/а2, = X2 / Ь2', X — частота колеба­
ния; а и Ь — так называемые скорости продольных и поперечных 
волн.

Требуется определить решение уравнения (1) в области, ограни­
ченной поверхностью А и удовлетворяющей на 5 следующим усло­
виям:

дх + ду дг ЧоБ

дФ дЧ'г
ду + дг ' дх --М^и Чо- £о), (2)

дг + дх ду 'Чо» ЧоБ

где /,(£0> ^о) 0 = Ь 2, 3) — заданные на поверхности непрерывные
функции, удовлетворяющие условию Гельдера.
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2. Введем следующие обозначения:

^ = -А^^+в,гшт.

р>-а(-у^^
р" = л(-т^ + ^)+^га <а 

Р>-А(-^+^-Уа,Ш.
(3)

^ = А(-^+-(^).

Q. = 4-«^ + T^)+«rw.
К = А(-?^+ * ^+^(1$, 

ъ=л(-? +^)~ т,

где п — внутренняя нормаль к поверхности 5 в точке Q(£, у, Q и 
2 Л] --  #9

А = > В = - 75--------1 ,
“Ь ^2 4~ ^2

_________________________ (4)

Л л ч л
а = cos (га, л), p = cos(ra,_y), у = cos (га, г).

Легко видеть, что функции (3) удовлетворяют уравнениям (Г. 
Они образуют требуемую систему элементарных решений.

Потенциалы Ф(х, у, z) и Т(х, у, z) будем искать в следующем 
виде:

Ф (х, у, z) = 27 5 S ^1И1 + + ds’
" (S)

^х{х, у, z) = ~ (PiPj + Р.2^ + Р3ц3) ds, 
! (5) (5)

'^7 (Х> У’ Z) — 2^ (Q1H1 + Q2^2 + РзНз)^5>

U, У, z) = + Р2р.2 + R^ds, 
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где ЧД, ЧД, ЧД —составляющие векторного потенциала и (Д т;, £) 
(7 = 1, 2, 3) — неизвестные функции, подлежащие определеншо.

Очевидно, что выражения (5) являются решениями соответствую­
щих уравнений (1). Подставив их в граничные условия (2) и пользу­
ясь формулами (точка М(х, у, г) стремится к Мо(%, тц £) изнутри 5)

. ” (^) ' (3)
«Ж Р= МХ ь+«> (О й

(3) (3)

зУ' дх ду (1п R 3 3 1 ду /о \Лп R У о
(5) (5)

и им аналогичными, нетрудно убедиться, что нахождение функций 
цу(Р) = р(£, у, £) (7=1, 2, 3) приводится к решению следующей 
системы интегральных уравнений Фредгольма:

н(?о> ад + (^о, Q)М1 (Р) + (Жо, Q)р2(Р) +
(3)

+ КР(М0, Q^3Шds = f1^ ^о>

мад ^о, ад + 55 (м°’ + ^2)он., <?) +
(3)

+ К? (Мо, Q) ц3 (Q)} 7$ = /2 (Ео, 7]0) ^0), (6)

Мз (?о> ад + 55 ^3) (^0- (?) н (Q) + ^23) (^о, Q) И2 «?) +

3. Можно показать, что резольвента системы (6) является меро­
морфной функцией параметра X, имеющей конечное значение при 
X = 0. Действительно, в этом случае система уравнений (6) обращает­
ся в систему для статической задачи; как хорошо известно, система 
разрешима при любой правой части (см., например, (4)). Отсюда, 
согласно теореме Тамаркина (5), заключаем, что система (6) разреши­
ма почти для всех значений X.

Примечание. Нетрудно видеть, что функции (3) на бесконеч­
ности удовлетворяют так называемому принципу излучения. Рассуж­
дая аналогично предыдущему, с помощью тех же выражений (5) 
сведем задачу для области, внешней к 5, к системе Фредгольма.

(^)

+ к? (м0, Q) = /з(ад ^о- ад.
где

к?Чм0, Q)=-^ дН/ дRj дQj \ 
дх ду дг )

1 / дН/ дР1А-?’(Ч,«)= + дх / ’

1 ( дН,- дQi
и = Ъ 2, 3).
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Последняя будет отличаться от (6) лишь знаком при неизвестных во 
внеинтегральных членах.

Грузинский политехнический институт 
им. С. М. Кирова

Поступило 
9 XII 1949
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