
Доклады Академии Наук СССР 
1950. Том ЕХХ1, № 2

МАТЕМАТИКА

С. Б. СТЕЧКИН

О БИЛИНЕЙНЫХ ФОРМАХ
(Представлено академиком И. М. Виноградовым 12 I 1950)

1. Как известно (см. (г), гл. VIII), билинейная форма

5= 2 атпХтУп
т= —соп=—<х>

(1)

называется ограниченной в пространстве \р, д] (р^\, 7^1), если 
для любого натурального числа И и любых последовательностей 
х={хт} и _у={_ил} имеет место неравенство 

; 2 2 атпхтупI т=—М n=—N

где К не зависит от И, х и у. Нижнюю грань тех положительных 
чисел К, для которых справедливо неравенство (2), мы будем назы
вать гранью формы 5 и обозначать через ||5||А9.

В работе (2) мы получили один достаточный признак ограниченно
сти формы 5 в пространстве \р, ^], если коэффициенты атл — неотри
цательные числа. Теперь мы рассмотрим аналогичную задачу для 
форм с комплексными коэффициентами и переменными, но зато будем 
предполагать, что коэффициенты формы имеют специальный вид:

С^тп — Ст—п •

О. Теплиц (3) (см. также (’), теорема 303) доказал, что если коэф
фициенты ск являются коэффициентами Фурье ограниченной измери
мой функции:

1 
ск = (А = 0, ±1, ±2,. ..),

о
то билинейная форма

ОО со

7= 2 2 Ст—пХтУп

ограничена в пространстве [2,2]. Здесь мы устанавливаем аналог 
этой теоремы для того случая, когда / в г-й степени интегрируема: 
/€//, где г>1 (теорема 1), а также даем простой достаточный при
знак ограниченности формы 7’в пространстве [р,р'\ для любого р^Х 
(теорема 2). Штрихом обозначается «сопряженный показатель»:



2. Переходим к формулировке и доказательству наших теорем. 
Теорема 1. Пусть где г>1,

ск = ^ф^е^^
О

(^ = О, ±1, ±2, ...), (3)

1<п<2, 1<я<2, А + 4- + —= 1.» V > р' • ц’ I г

Тогда билинейная форма
со со

Т = V V с ху71 7! т-пт" п
т——оо п——со

(4)

ограничена в пространстве \р, у] и

Доказательство. Имеем

^=2 2 с^туп-\/^ 2 х^т‘ 2 у 7^ и. 
т=—Нп——Х ц т=—И п=—Ы

Полагая

^(0= 2 х7~^^ = 2 у^м
• щ=—Ы n=—N

и применяя неравенство Гельдера с показателями г, р’ и ф, получим 

(5)

Но по теореме Хаусдорфа — Юнга (см. (4), гл. 9)

Подставляя эги оценки в неравенство (5), находим окончательно

откуда и вытекают все утверждения теоремы.
Теорема 2. Пусть /(^) есть функция ограниченной вариации, 

а {ск] — последовательность ее коэффициентов Фурье (3). Тогда 
для любого р>\ билинейная форма (4) ограничена в простран
стве \р,р'].
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Доказательство. Имеем
N N N У У

ГN= 2 2 Ст-пХтУп = С« 2 ХтУ-т+ 2 2' Ст-пХтУ^ 
m=—N n=—N т=—т=—п=—

где штрих у суммы означает, что опущены члены с т = п. Отсюда

где Ту заменой с0 нулем. Далее,Ту получается из

(6)

2 2
п т=—п-= У

Интегрируя последний интеграл по частям, находим, что
. 1 N Я х v .-ЧпЦт—пу

2 2 —“т
т——п=—Ы

откуда

|7Я< _1_ тах 
2тг 0<г<1

. -2/тГ Мп!
тк Упе 5 И/(01. 

о
(7)т — п

Но, как известно (см., иапример, (х) стр. 258 и 271, там же даны 
дальнейшие библиографические указания), „форма Гильберта“

ограничена в пространстве [р, р'\ для любого р>1. Обозначим ее 
грань через Вр. Тогда из неравенства (7) следует, что

, « Iх „\Чр( ” 11,р'

\т'„\<-^вД 2 кП 2 |лГ
0 ■ т= ' п= —М '

Подставляя эту оценку в неравенство (6), находим:

, р \ ( х \ЧР ( N

К1< м + 4-М1<т| 2 КП 2 К Г
' 0 ' ' т——Ы ' ' п==—

откуда вытекает ограниченность формы Т и оценка для ее грани:
1 1

5/(0^ +^вp^\df^\.
о о

3. Сформулируем полученные результаты на языке линейных опе- 
раторов. Вместе с билинейной формой (1) рассмотрим операторы

= ^ = М(у), 
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переводящие последовательность л (соотв. у) в последовательность 
? = (соотв. 7] = {т;т}), где

со

^=2 атпХт’
т— —оо

со

2 атпУ п
п——со

Тогда (см. (1), гл. VIII), если форма 5 ограничена в пространстве [р, 
то оператор 5 = А(х) является оператором типа (1Р, I9'), а оператор 
■ц = М(у)— оператором типа (I9, 1Р'), т. е.

ИР' Hi

п=-

Известно также, что можно положить

IP. 9-

Поэтому из доказанных теорем вытекают такие следствия: 
Следствие 1. Пусть выполнены, все условия теоремы 1. Тогда 

оператор
со

5=А(л), где = 2 дт-пхт, (8)
т=—со

является оператором типа (lp, I9):

Следствие 2. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Тогда 
для любого р^Х оператор (8) является оператором типа (1Р, 1Р).

Заметим, что это предложение в известном смысле двойственно 
к такой теореме Рисса (6):

со

Допустим, что /НЬР (р>1), 2 апе "‘п1 и последователь-
П=—СО

ность \ = {Х„} есть последовательность ограниченной вариации. Тогда ряд 
со

2 ^папе'~,п* является рядом Фурье функции §£ЬР и
П-— со

,р1 1 '1р I р 11,рНИМ •
о ' о
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