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МАТЕМАТИКА
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О ТЕОРЕМЕ Н. В. СМИРНОВА ОТНОСИТЕЛЬНО СРАВНЕНИЯ 
ДВУХ ВЫБОРОК

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 12 I 1950)

В работе (х) Н. В. Смирновым была изучена следующая важная 
задача статистики: имеются две серии результатов независимых на­
блюдений над случайными величинами и ?2 

и
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Спрашивается, при каких условиях можно считать, что функции 
распределения Р1(х) = Ри Р2 (х) — Р {^2 < х} равны, и когда 
расхождение опытных данных настолько существенно, что гипотеза 
Р1(х) = Р2(х) должна быть отброшена.

В настоящей заметке мы показываем, что обобщение теорем 
А. Н. Колмогорова и Н. В. Смирнова, полученное Г. М. Мания (2) 
для одной выборки, переносится без труда и на задачу Н. В. Смир­
нова о двух выборках.

Рассмотрим эмпирические функции распределения 

' ' tn

где kj (х)— число наблюденных значений меньших х, и 

где k2 (x) — число наблюденных значений ^2, меньших х.
В точках разрыва мы дополним эмпирические функции распреде­

ления вертикальными отрезками.
В указанной работе Н. В. Смирнов доказал, что если Р^х^Р^х), 

функция Рг (х) непрерывна и всюду возрастает, = const, то при 

GO

(1)

где
D(m, п) = sun | Sm (х) — Тп (х) | .

—GO<,V<QO
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Пусть Ох и б2 — произвольные числа, 0< 0! •< 62< ]. Предположим, 
что Р1 (х) = Р^ (х) = Р (х) и определим а и р посредством равенств

^(3) = е2-

0m„ = max [5m (х) = 02; Тп (х) =62], 
теоремы Гливенко, должно быть 

^тп "*

(5m (X) - Тп (X)},

Р^)^, 
Обозначим далее

am« = min [5m (л) = 0х; Тп (л) = 6^,

Тогда при /п->оо, п-ж>, в силу

^тп

Введем обозначения
02) = sup 

(атп ^та)

Dmn ©2)= SUp | Sm (х) — Тп (л) | . 
(“тл>

Полученные результаты могут быть сформулированы в виде сле­
дующих двух теорем.

Теорема 1. Если при п-^со 61”’ = 0Х -ф о(-±=) и =

0,; г) 

где

Ф+(0п 02; г) = —V С e~'!^ dz^ — 
"7U г 1 t\ J J

a' b’P p (*■---- r... - \ \ z^dzidz.,,2кФТ-Я2 J J 1 “

a = b = T=^=-
ro^i-ej’ 14(1 -o2)’

z — 2zOt ,, = z-2z (I — 0g) о = / ex(! - e2) 
14(1- ej ’ /0,(1-oa) ’ o2(i-6i)’'

Q (Zi, z^ = T4^5 \z\ + 241^2 + z^],

Q (zlt z2) = [z\ - 2Rzrz2 + z^].

Отсюда, в частности,

P{Dt.V>.

Мы видим, таким образом, что теорема Н. В. Смирнова об одно­
сторонних уклонениях эмпирической функции от теоретической пере- 
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носится и на случай максимума односторонних уклонений двух 
эмпирических функций.

Теорема 2. В предположениях теоремы 1

а b
Ф(6Х, 62; г) =---- r l ( \ ^dz^dZo —

V 2 ' 2п Kl-/?2 J J 12
—a b

CO ak &k

1=. s \ e-'^^ dzxdz2,
— R* J J

~ak ~bk

z — 2&z0, , z — 2kz (1 — 02)
C^k — /..... ..... --- Г ..........— —Г01(1-01)’ Гоа(1-02) •

Отсюда при 0х = 0, 62 = 1 получаем (1).
Подобно теоремам Г. М. Мания, изложенные результаты позволя­

ют использовать тот интервал наблюденных значений, в котором 
результаты наблюдений наиболее достоверны.

В работе мы воспользовались методом преобразований Лапласа, 
примененным В. Феллером (3) для доказательств теорем А. Н. Кол­
могорова и Н. В. Смирнова.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. Б. В. Гне­
денко за постановку задачи и руководство при ее решении.

Львовский государственный университет 
им. И. Франко

Поступило 
12 1 1950
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