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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 14 XII 1949)

Результаты этой статьи тесно связаны с результатами, изложен
ными нами в статьях (х, 2). Определения и обозначения, принятые 
в упомянутых статьях, будут здесь применяться без специальных ого
ворок. Здесь, как и в (2), Е — регулярное пространство Банаха.

СО

§ 1. Л е м м а 1. Пусть {Р^ — («.(-последовательность (см. (х)) и "^1 —

= Е и пусть X/ € Р, (г = 1, 2,. ..). Р огда для сходимости ряда ^х, необ- 
1

ходимо и достаточно, чтобы существовала константа М, удовлет

воряющая условию \Х1 М (л = 1,2, ...).

Лемма 2. Пусть {Р;} — бесконечная («.(-последовательность, 
Р — наименьшее подпространство в Е (т. е. замкнутое линейное 
многообразие в Е), содержащее все Р-, (1=1,2,...), и {Х„} — чис
ловая последовательность, удовлетворяющая условию: 5Пр|Х,г| = п 

= оо. Тогда элементы х € Р, для которых сходится ряд у ~кпРпХ,
1 

образуют линейное многообразие, плотное в Р, но не совпадаю
щее с Р. со

Пусть {Р„} — (а)-последовательность и ^Р^ — Е. Обозначим через 
1

Оп совокупность всех линейных функционалов, обращающихся в нуль 
на всех Р,, для которых 1^=п. Последовательность {QП} мы будем 
называть сопряженной с {Рп}. Легко видеть, что {QЯ} — (а)-последо- 
вательность в Е*.

ОО

Лемма 3.\°'KQn = E,. 2° Если {Р„} — ($) последовательность,
I

/ио и {Qn} — (^-последовательность. 3° Е (Рп(х)( = (QnE) х для вся
кого Е € Е* и всякого х € Е.

§ 2. Здесь мы будем пользоваться термином «отрезок» в смысле 
определения, сделанного в (2).

Пусть До — отрезок числовой прямой. Функция точки /(X), опреде
ленная на отрезке До, называется ступенчатой, если отрезок До можно 
представить в виде суммы конечного числа отрезков, на каждом из 
которых / (X) постоянна. Если До не совпадает с / = (—оо, оо), то, 
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полагая /’(х)=/(х)> если X € Ао, и/*(Х) = 0, если X €Д0, мы получим 
снова ступенчатую функцию, теперь уже определенную на всей число
вой прямой.

Операторный интеграл. Пусть Р(Д) — спектральная функция, 
определенная (ß)-napoft (Р^, Р'} (см. (2)). Обозначим, следуя (8), через К 
(или класс функций /(X), определенных на До, состоящий из всех 
ступенчатых функций и всех пределов равномерно сходящихся рядов 
ступенчатых функций.

Мы здесь определим операторный интеграл от функции /(X) клас
са К по отношению к спектральной функции Р(А).

Пусть сначала/(X) — ступенчатая функция, определенная на До, и 
пусть Дг, Д2, ..., Д„ — отрезки, на которых /(X) постоянна, причем 
пусть /(X) = сь на Дл (£ = 1,2,...).

Определение 1'. Интегралом от ступенчатой функции/(X) по 
отношению к спектральной функции Р (А) мы будем называть опера- т
тор U (/) = 2 скР^ и будем пользоваться обозначением U (f) =

— У/(^^(А^)- Если х € Е, U(f)x = В частном случае,
△о Ао

сю

когда Дв = / = ( — оо, оо), мы условимся писать U(f) = \ /(£) Р(Д?).

Аг Пусть /(X), /JX), /2(Х)— ступенчатые функции, опреде
ленные на До. Тогда: 1° У («1Л (?)+aJ2 (?)) ^(д0=а1 У Л (?) +
+ 2° дУЛ(?)/2(?)т)=У/1(^^

= У Л(?) Р(^) (УЛС?)/3^))- 3° Если Д! (J д2 = Ао, причем дг и д2 не д, д.
имеют общих точек, то у/(^Р(^) = у f (5) Р(^) + У

До д, д,
4° Если /(X) — 1, то У 1Р(Д^) = УР(^) = Р^о) и, следовательно, если 
х € До, то У Р (Д5) х = х.

д.
А2. | £/(/) | = | J/(QP(A5) | <4sup |/(Х) ] . 

До ₽

Пусть теперь /(5) — функция класса К и fn (к)— последователь
ность ступенчатых функций, равномерно сходящаяся к /(£).

Пользуясь теоремой 7 из (г), можно доказать, что если Л( настолько 
велико, что | fn (X)—fmW I при n>N и m>N, то

• I [(fn^-fm^)P^) I <4S’

и, таким образом, последовательность операторов у/(5)Р(AJ сходится 
△ о

пр норме к некоторому линейному оператору U (f), зависящему только 
от/(X) (но не зависящему от выбора последовательности {/л(Х)}).

Определение 1. Оператор U(/) называется интегралом от 
функции /(X) по отношению к спектральной функции Р(А). Мы будем 
писать: U (f) = У/(?) Р(&) и U(f)x = jf^)P(^) х.

До До

Теорема 1. 1°| У/(^ (д5) 1 <4 sup |/(Х) |. 2°У/(^ 
д. е д» До

— У f (?) Р (^(д?) х). Последний интеграл есть интеграл Стильтьеса, 
д.

так как числовая функция отрезка F (Р (А) х) имеет ограниченную 
вариацию (см. (2)).

Теорема 2. Предложения Aj и А2 остаются в силе также 
в случае, когда f (X), (л) и f2 (X) — произвольные функции класса К-
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Теорема 3. Пусть {фп (X)} — последовательность функций клас
са К, равномерно сходящаяся к функции /(X). Тогда-.

Пт ^фп^Р^)х = ^ф^Р^х-, 
п-^-со До А*

точнее,
। у/„(^)Р(Д5)-у/(^)Р(Д5) |->о при п-^^. 

До △о

§ 3. В этом параграфе мы распространим сделанное выше опреде
ление операторного интеграла на случаи, имеющие важные прило
жения.

Прежде всего заметим, что исследование интеграла у /(') Р (Д5) х 
До

сводится к исследованию интеграла У /(^) Р(Д?) х, так как, полагая

ф* (X) = /(X) Для X € До и/*(X) = О для X € До, получим У ф^)Р(^)х = 
оо Д

= _уга)^)х.
Класс К (Хо). Мы будем говорить, что функция/(X) принадлежит 

к классу ^(X0) по отношению к спектральной функции Р(Д), если: 
а) Хо — точка непрерывности функции Р(Д) (т. е. Р(Д =еХ0) = 6). 
Ь) Иш | /(X) | =©о, если | X—Хо | —>0. с) / (X) принадлежит классу К 
на любом отрезке вида (— ©с, X], если Х<Х0, и на любом [X, ©о), 
если Х>Х0.

Определение 2. Пусть /(X) — функция класса К. (Хо) относи
тельно спектральной функции /’(Д). Интегралом от функции /(X) по 
отношению к Р(Д)л (л € Е), распространенным на ( —©о, оо), мы будем 
называть сумму Пт у / (£) Р (Д5) х + 11т у ф^Р^ух, если 

Х—^Хо (—оо, X) Х“^Хо (©о, X)
Х<Хв Х>Х0

существует каждый из этих пределов (в сильном смысле), и будем 
со

писать у ф^Р^х, имея в виду эту сумму. 
—оо

Пусть — многообразие всех х^Е, для которых У ф^Р^^х 
— ОО

существует. Введем обозначение: 1/х = у ф^Р^^х.
Теорема 4. 1° £1/ есть линейное многообразие, плотное в Е. 

2° Оператор Ух замкнут.
Теорема 5. Пусть ф-^Т) и /2(Х)—функции класса К (Хо). Тогда, 

если х € £1 и х € то
“/2(^)Р(Дг)х6^
—оо 

м
оо ОО / ОО \
I Л(?)ф2^)Р^)х = $ фЛ^РЦЩ I ф^)Р(^)х\ 
— оо —ОО '—ОО /

Класс К (©о). Мы будем говорить, что функция /(X) принадле
жит к классу К (©о), если: б) на любом конечном отрезке До (—©о, ©о) 
функция ф (X) принадлежит к классу К', е) Иш|/(Х)|= Пт |/(Х)|=оо.

Определение 3. Пусть /(X) — функция класса АУ(оо). Интегра
лом от/(X) по отношению к Р(Е)х, распространенным на (—оо, сю), 
мы будем называть Нт У ф^)Р^^х при а—>—ос и >оо (незави- 

[«> м
симо друг от друга), если этот предел существует, и будем писать

У/(£) Р^ф)х, имея в виду этот предел.
—со
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Пусть П/—многообразие всех х, для которых / /(^)Р(Д;)х су- 
—СО

шествует. Введем обозначение Ьх = /(£) Р(^) х.
Теорема 6. £2/— линейное многообразие, плотное в Е. Опера

тор Ьх замкнут.
Теорема 7. Пусть /ДХ) и ^(Х) — функции класса К(оо). Тогда, 

если х € ^,и х € то У /2 (?) Р (Д5) х 6 £2^ и =
—со —ОО

со / со \
=£ ФЛ^Р^ ( (^Р^х).

Теорема 8. Пусть фг (X) — функция класса К (Хо), /2 (X) — функ
ция класса К (оо). Тогда, если /1(Х)/г(Х) =/(Х) есть функция клас
са К (и, значит, £1Г = Е), то из условия х € £2/, следует-.

ОО со
I ф^Р^х^^и ШФЛ^Р^х^ 
—ОО —со

ОО /СО \
= I фЛ^Р^ ИЛ^Р^х].
—со —со , 7

§4. Сопряженная пара. Пусть {Р^, Р'}— пара в простран
стве Е. Определим для всякого X подпространство Q\ — совокупность 
всех линейных функционалов, обращающихся в нуль на Р\ и Qx — 
совокупность всех линейных функционалов, обращающихся в нуль 
на Р^.

Теорема 9. 1° Если {Рт, Р''}— (а)-пара в Е, то {С?х; С?х} — 
— (у)-пара в Е*. 2° Если {Р^, Р'} — ^)-пара, то и {Qx; фх} — (^)-пара. 
3° ?^;Р^ = р* (5х*; Qx)•

Определение 4. Мы будем называть пару {Qx; Рх} сопряжен
ной с {Рр, Рх). Если {РЛ, Р*}— (Р)-пара и Р(Д) порожденная этой парой 
спектральная функция, то мы будем называть спектральную функцию 
Q(Д), порожденную парой {Qx;Qx}, сопряженной с Р(Д).

Теорема 10. Пусть /(X) — функция класса К п и(ф) =
= у/(£)Р(Д₽). Обозначим через и* (/) оператор, сопряженный с 
—ОО

Щф). Тогда и‘(ф)=Ч ф(®(^).
—со

Поступило
7 X 1949
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