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(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 12 XII 1949)

1. Множество точек О евклидова пространства Рп (К 1) назы
вается множеством непрерывности для-заданной в том же 
пространстве вероятностной функции Р(С), если Р(О°) = Р(О) — Р (О), 
где 0° состоит из всех внутренних точек О, а О — замыкание О.

Определение множеств непрерывности, заимствованное нами из (7), 
восходит еще к Н. М. Гюнтеру ((3) стр. 13). Последовательность веро
ятностных функций Рп (С) по определению А-сходнтся к функции 
Р(С), что записываем так:

(А) Нт Рп(С) = Р(С),
П-»со

если Иш Рп (О) = Р (О) для всякого борелевского множества О, являю- л—>со
щегося множеством непрерывности для Р(О).

Через 8Т х будем обозначать полупространство, определяемое не
равенством

И
2 tiXi < х, 
/=1

где X = (%!,..., Хп) — точка Р* и Т = (п) — произвольный век
тор.

Теорема 1. Если последовательность вероятностных функ
ций Рп(С), п = 1,2, . .., сходится на полупространствах 8Т к при 
каждом данном Тф (0,..., 0) для почти всех х:

Ши Рп(8т Х)=Р(8Г х),

причем Р(8т, когда х->оо, то существует вероятностная 
функция Р(О), для которой

(А) Нт Рп(О) = Р(О).П->со

Доказательство этой'теоремы, имеет своим основанием известную 
теорему Г. Крамера и Г. Волда (7) (см. также (4), теорема 31).

2. Если дан случайный вектор X — (х^ ..., х^ из Рй и некоторый 
постоянный вектор С = (сь .. . , сн), то через Xе =(хс(, х?, ..., х^) бу
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дем обозначать случайный вектор, определяемый следующими усло-
виями: хС!‘ = хр если | и х^ = 0, если \х1\'>с1.

Случайные векторы Хпь — (Хпм,... , хпМд> 1 к кп, п = 1, 2,... , 
назовем равномерно пренебрегаемыми при п^оо, если для любых 
г > 0 и 3>0 при п>-п(е, 8)

P{|xn«t>e}<8,

каковы бы ни были и 1 iXL h, где Р{-..}— вероятность
события, указанного в скобках.

Теорема 2. Пусть Хп\, Хпч,..., Xnk„ — последовательность се
рий независимых в каждой из них случайных векторов Xnk = (Хли,.. . 
. . ., хпьф• 1 k <7^ kni л = 1, 2,.. .

Для того чтобы вероятностные функции случайных векторов

Sn = 2 Xnk — Ап, где А„ = (a„i,.... апь) — некоторые определенные 
k=\

векторы, А-сходились к нормальной вероятностной функции, имею
щей первые моменты at = 0 и заданную матрицу вторых моментов 
|| Ьц ||, и чтобы векторы Хп\,. ■., Xnkn были при п->оо равномерно 
пренебрегаемы, необходимо и достаточно существование векторов 
(s«i, ^пч, ■.., еял)—>(0, 0,... , 0), га-»оо, при которых были бы верны 
соотношения (п^оо):

кп

V 2
Определение используемого здесь понятия нормального распреде

ления в Дь вместе с указанием возможных случаев вырождения дано 
в (4), гл. X. Доказательство формулированной теоремы основывается 
на теореме 1 и соответствующей одномерной теореме Б. В. Гнеденко ((2), 
теорема 14).

Теорема 1 приводит также к многомерному обобщению теоремы 
А. Я. Хинчина (2, 6), указывающей условия, при которых предельное 
распределение должно быть нормальным.

Теорема 3. Пусть Хпь = (хяы,. •., х„^), 1 « = 1, 2,.. .—
последовательность серий независимых в каждой из них равномерно 
пренебрегаемых векторов-, пусть вероятностные функции векторов 
Дп к

( 2 • • •, 2 I А-сходятся к некоторой предельной вероят-
\*=1 к=\ /
ностной функции.

Для того чтобы эта предельная функция была нормальной, 
необходимо и достаточно, чтобы при п->оо

!;п С

2 \ йРпЫ (х) ->0, 1 < й,

каково бы ни было е>0 (Рпы (х) — функция распределения хпы\
3. Если нормальные распределения с вероятностными функциями 

766



Ф„(0) имеют вторые моменты Ьц = 1, первые моменты аг = 0 и коэф
фициенты корреляции РН, 1<г, и если определители Ип =
= | 1 не приближаются к нулю при п->оо, т. е. Пт £>„>-0, то

Л->СО
последовательность Фп (О) назовем невырождающейся и нормирован
ной.

С помощью теоремы п°2 работы автора (5) доказывается следую
щая теорема:

Теорема 4. Дана последовательность независимых й-мерных 
векторов Хп = (хп\, хпч, •.., хяй), п = 1, 2,...

Пусть Рп(С) — вероятностные функции векторов 

B„h nn

kh

-------- Anhь=

где В^ДО и Ani, 1-^i^h, — некоторые числа.
Для того чтобы можно было указать такие числа Bni^G и

Ani, при которых имело бы место равенство
Пт[Рп(7)-Ф„(/)] =0,

где Фл(б) — невырождающаяся и нормированная последователь
ность нормальных функций, и чтобы векторы ! -тД ,.. ., ) бы-

V ап\ /
ли равномерно, ХДй-Д.п, пренебрегаемы, необходимо и достаточно 
существование последовательности Сп = (сП1, с„2,. .. , спь) постоян
ных векторов, при которых были бы верны соотношения (ц->оо):

1)
Й=1 I *' 1

2) 430 (4) - | {Ж [(4)’] - [Ж1

3) Пт Д„>0, где Ап есть определитель |р^)|, элементы кото-

рого фН суть коэффициенты корреляции между 2 хСп‘ и 2 хСп’ ■
*=1 к‘ Й=1 к’

При этом можно положить

РН = l<z, j-ДР п=1,2, ... tj Гц » \ J

Здесь 7 обозначает произвольный интервал пространства Дп, т. е. 
множество точек X = (л1;..., хф, удовлетворяющих условиям

где а^^Ь, — данные числа. Эта теорема в част
ном случае й = 1 переходит в известную теорему Бернштейна — Фел
лера (О, стр. 74; (8) и доказательство ее для произвольного А суще
ственно опирается на этот частный случай). Отметим, что при 
несколько более узких предположениях (при гипотезе существования 
вторых моментов) многомерную предельную теорему формулировал и 
доказал Б. В. Гнеденко ((2),. теорема 6).

Поступило
20 X 1949
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