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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОМПЛЕКСА ПРЯМЫХ В ПРОЕКТИВНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ С СОХРАНЕНИЕМ ЕГО ИНВАРИАНТНОЙ ФОРМЫ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 13 XII 1949)

Рассмотрим комплекс, описанный ребром г12 = [Д1Д2] тетраэдра 
с вершинами А4, А2, А3 и А4.

Инфинитезимальные перемещения тетраэдра будем определять 
уравнениями

с! А, = А/(.

Здесь су—формы Пфаффа от дифференциалов трех главных пара­
метров; из них б)2, <о,, <02 — главные компоненты первого порядка 
инфинитезимального перемещения тетраэдра, между которыми суще­
ствует линейная зависимость.

Эта зависимость, ввиду произвольности расположения точек Аь А2 
на луче комплекса и точек А3, А4— в пространстве, может быть при­
ведена к виду

Ы1 + ыз = 0. (1)

Главные компоненты тетраэдра второго порядка имеют вид

оц = аЫ] 4~ рыг 4* усо2,

6>2 = Р<0? + 7)6)2 + ^6)2, (2)

ы3 = УЫ1 + Р1“2 + ^6)2,

где
41 1234 3 2

= СО з — ^2? СО 2 =  СО2 -1~ СО3 — ^4; ^3 = ^4 СО}.

Существуют две относительные инвариантные формы

<Р = 6)16)2 4-(б)2)2 и /= зф — (?) + 4у)<р, 
где

I з . 3 , 4Ф = 6)16)1 4“ 6)26)2 4"

Обращение в нуль формы ? выделяет направления, при перемеще­
нии по которым луч [ДА^ описывает развертывающиеся поверхности.

Обращение формы / в нуль выделяет те направления, для которых 
весь пучок линейных касательных к изучаемому комплексу будет со­
прикасающимся.
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Из форм <р и / можно составить абсолютную инвариантную форму 
А = 4« (3)

Теорема. Если между лучами двух комплексов гХ2 и г^уста- 
новлено взаимно-однозначное соответствие и абсолютные инва­
риантные формы их Л и 1\ равны, то комплексы г12 и г'п проек- 
тивно эквивалентны.

Равенство

приводит к исследованию следующих двух систем: 
Г.3 3 Г>3 3 ,->4 4 гН 4£21 — (Oj, 122 = <02, 122 = (02,

а = а', р = (У, 7] — 2у = vf— 2у', = Рь а^ — аб

£21 = 6)], £29 = 6)2, Q2 — 6)9, О; = СО],

а = —а', ₽=—т)—2у=—(т)'— 2у')> Р1= — ₽ь ах=—аь 

где — компоненты инфинитезимального перемещения репера вто­
рого комплекса Г12.

Система (4) приводит к полному совпадению форм о); и £2? ком­
плексов Г12 И Г12.

Система (5) приводит к следующей таблице компонент второго 
комплекса

3 3 3 3
— W3 (О4 (01 — 6)2

4 4 3 4(Оз — (О4 6>2 6)2
1 

(Оз
1

— (О4 — «1 6)2
2 2 2 2

— ^3 6)4 (Oj —■ «2

В этом случае комплекс Г12 может быть приведен в совпадение 
с г12 путем коррелятивного преобразования пространства.

Изгибание комплекса. Будем теперь рассматривать преоб­
разование комплекса с сохранением пропорциональности абсолютной 
инвариантной формы /. Это преобразование можно назвать изгибанием 
комплекса по аналогии с изгибанием поверхности с сохранением ли­
нейного элемента.

Пусть установлено’взаимно-однозначное соответствие между лучами 
двух комплексов. Будем искать пары комплексов, у которых в этом 
соответствии абсолютные инвариантные формы пропорциональны.

Условие пропорциональности форм
/'=Р/

приводит к исследованию системы
Щ = о« = а« = £21 = О,

£2! = р<оп £22 = ры2 £23 = рсо3,
«! = асо? Ц-+ усог, (6)

<02 = ^6)1 7)6)2 4* Р!«2>

«3 = уб)] 4- р16)24" «1« 2, 
где 

сук &£2 / = £2/ — (О/.
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Как известно (1), комплексы делятся на типы по расположению 
инфлекционных центров на луче [А1А2]. Будем рассматривать изгиба­
ние пяти типов комплексов.

1. Комплекс Л (у которого все четыре инфлекционных центра сов­
падают) существует с произволом трех функций одного аргумента.

Пары налагающихся комплексов зависят от четырех функций од­
ного аргумента. Все комплексы А изгибаются.

Если комплекс задан, то семейство налагающихся на него комплек­
сов зависит от одной произвольной функции одного аргумента.

2. Комплекс В (у которого три инфлекционных центра совпадают, 
а четвертый от них отличен) существует с произволом пяти функций 
одного аргумента.

Пары налагающихся комплексов зависят от четырех произвольных 
функций одного аргумента.

Не все комплексы В допускают изгибание. Если один комплекс 
задан, то существует однопараметрическое семейство налагающихся 
на него комплексов.

3. Комплекс С (у которого инфлекционные центры совпадают по­
парно) существует с произволом четырех функций одного аргумента.

Пары налагающихся комплексов зависят от шести произвольных 
функций одного аргумента. Следовательно, все комплексы С допускают 
изгибание.

4. Комплекс D (у которого два инфлекционных центра совпадают, 
два других различны) существует с произволом двух функций двух 
аргументов.

Пары налагающихся комплексов зависят от пяти произвольных 
функций одного аргумента. Не все комплексы D допускают изгибание.

Если один комплекс задан, то существует однопараметрическое 
семейство налагающихся на него комплексов.

5. Комплекс Е (у которого все четыре инфлекционных центра раз­
личны) существует с произволом одной функции трех аргументов.

Пары налагающихся комплексов зависят от шести произвольных 
функций одного аргумента.

Не все комплексы Е допускают изгибание. Существует однопара­
метрическое семейство комплексов, налагающихся на заданный.

Система (1), определяющая пары налагающихся комплексов в смысле 
Картана(2), является частью системы (6), поэтому все комплексы, 
изгибаемые с сохранением пропорциональности формы /, изгибаемы 
также в смысле Картана.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. С. П. Фини- 
кову, под руководством которого была написана эта работа.
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