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§ 1. Пусть Е— пространство Банаха (вообще комплексное); К и У 
замкнутые подпространства этого пространства. Обозначим через 
многообразие всех элементов г^Е, имеющих вид г = х-Уу, х£Х 
и у^У. Если ХС\У — ®> то мы будем говорить, что £ есть прямая 
сумма X и У, и писать: — X 4- У- Условимся обозначать через Ух 
поверхность единичной сферы в X, а через 5/ — в У. Наконец, обо­
значим через Р многообразие всех линейных функционалов, обращаю­
щихся в нуль на К и через Q— на А*.

* Результаты § 1 настоящей статьи были впервые изложены автором в нача­
ле 1941 г. на семинаре по анализу и геометрии в Воронежском государствен­
ном университете.

Теорема 1. Пусть $ плотно в Е. Для того чтобы простран 
ство Е являлось прямой суммой подпространств X и У, необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялось условие-. р(Ух, Уг)>0.

Доказательство. Пусть Е — ХА-У. Пусть X Ф 6. Тогда 
г = и (з) + V (г) = х + у, где х = и (г) и у— V (г)— линейные опера­
торы на Е. Пусть х£3х и у^У. Тогда 1 = || х || = || и (х + у) || С 
< | и\ || х + у ||, откуда || х + у || > 1 / | и | , т. е. р (Ух, Г) > 1 / | и | , 
а поэтому и р(Ух, Уг)>0. Пусть теперь р Дх, Уу)>0. Тогда 
р (Ух, У) = а>0. Пусть г = х-Уу, 11з|| = 1. Мы будем иметь: 
1= II г || = || х + у || = || х || || — + -]~п-|| > II х || а, || х || < ’ и, еле-

■ I I I '*!  I I I I I | ।
довательно, определенный на Д оператор х = и (г) линеен (а значит, 
линеен и у—V (г)) и поэтому может быть продолжен на все Е. Так 
как и (х) = х для х^Х и У(у)=у для у^У, то все доказано.

Замечание. Из доказанного следует, что р Дх, У) — 1 / | П | .
Условимся обозначать линейные функционалы, определенные на 

Е, X и У, соответственно через Л ? и ф, и пусть | Р | = эир | Р (г) |;
||г||<1

|?|= эир | <р(х) | и | ф | = эир | ф(^) | . Далее через Р^ обозначим 
II •*  II <1 ПхНС

линейный функционал, совпадающий с ? на X и равный нулю на У. 
Очевидно, что если Р.. существует, то он единственный. Очевидно 
также, что всякий линейный функционал Р есть Р9 для некоторого ф 
и притом единственного. У есть многообразие всех элементов г^Е, 
удовлетворяющих уравнению Аф(з) = 0 для любого ф€А‘, а X— 
уравнению /7ф(г) = 0 для любого ф€У*.

Теорема 2. Пусть X + У плотно в Е. Для того чтобы было 
Е = X + У, необходимо и достаточно, чтобы для каждого ф€А*  
существовал Р^,.
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Доказательство. Необходимость. Так как Е = Х-УУ. 
то р(5ж, У) = а>0. Пусть ф— линейный функционал на X. Обозначим 
через Р* линейный функционал, удовлетворяющий условию: Р* (г) — 
= Р* (х-У у) = <? (х). Пусть, далее, г = х+у, ||г|| = 1. Тогда 
| Л* (?) | = | ф (%) К I ф I М II < .1 9 I 4" и „ ^Р., I I < 4 । ? 1’т- е- 
Р* линеен, а значит, Р* = Рч.

Достаточность. Пусть всякому <р€А'* соответствует Р^. Так 
как | <р | •< | Ру | , то есть линейное отображение замкнутого 
линейного многообразия Р на пространство X*. Но тогда, по извест­
ной теореме, линейно и обратное отображение, и поэтому существует 
такое М, что | Р^ | -<714 | <р | . Пусть теперь л0€5х и <р0€Л'* такой 
линейный функционал, что | <р0 I = 1 и Фо (хо) = И Ло II = 1 • Так как 

<р0 | = М и Р^у^—Ц для уУУ, то для любого уУ У будем 
иметь: 1 = Фо (*о) = (*о) = (■*+Т) < II-< + Т II - откуда
\\х0-У у\\>\ IМ и р(Дг, Г)>1//И, а значит, Е = Х+У.

Из доказанного следует, что ЛГ-<р(5х, У) и что 1/р(5х, У) есть 
наименьшее из чисел М, удовлетворяющих соотношению | Р^ | < М । <р |.

Теорема 3. Пусть X — подпространство в Е. Если существует 
такое регулярно замкнутое линейное многообразие Р0<г:Е*, что 
всякому ф соответствует единственный функционал Р£Рц, удов­
летворяющий условию Р(х) — ^(х) для всех хУХ, то Е = Х+У, 
где У есть пересечение нулевых гиперплоскостей линейных функ­
ционалов, составляющих Р.

Доказательство. Из того, что Ро регулярно замкнуто, следует, 
что X + У плотно в Е, и все сводится к теореме 2.

Теорема 4. Если Е — Х-УУ, то Е* — Р-уСЕ и при этом 
Р(5Л; П = р-(5;: Р).

Доказательство. Пусть РУЕ*. Пусть рУЕ*—такой линейный 
функционал, что р(х) — Р(х) для хУХ и р(_у) = 0 для уУУ. а 
дУЕ*— такой, что ^(х) = 0 для хУХ и Я (у) = Р (у) для уУУ. Тогда 
Д = Р + Я> Р^Р, Я^& Пусть теперь р (5>; У) = а и р (ЕР; Q) = р. 
Покажем, что а = р. Пусть Р=р-Уд, рУР и gУQ. Замечая, что 
если 2 — х-у у и || г || = 1, то || х || -< 1 / а, мы будем иметь: |р|
= зир | р (г) | = эир |р(х)|= вир |Д(х)|<|Д—. Итак,

Цг||<11 ||г|| = ||х+>||<1 1^11 = 11^11-! “

|р|< — |Д1 Ддя всех Р^Е*. Но 1 / Р есть наименьшее из чисел р., 
удовлетворяющих соотношению |рКр.|Д|, и поэтому 1 / а 1 / р, 
или а<р. Обозначим через Т и R многообразия линейных функци­
оналов РУЕ**, обращающихся в нуль, соответственно, на Q и на Р. 
Тогда Е** — Т-у R и р (5т-; R) = у > 0. Но р (5т-; R) < р (5х; У), так 
как ЗхаЗт и УсР. Таким образом, у<а. С другой стороны, Е** = 
= (Е*)*, и поэтому р<у, откуда, помня, что а<р, получаем а = р.

§ 2. Пусть Р1Г Р2,Рп,— подпространства в Е, т. е. замк­
нутые линейные многообразия в Е. Обозначим через Р наименьшее 
подпространство в Е, содержащее все Рп (л=1,2,...), причем 
Рг 0. Далее будем обозначать через РП,п,.. .пт ... наименьшее 
подпространство, содержащее все Р„т (здесь щ < п2 < ... 
■ •■пт<б.--- — какая-нибудь последовательность индексов); через 
Р”1"’”■ "т ■■■—наименьшее подпространство, содержащее все Pi, для 
которых 1=рпт (т=1,2, ...). В том случае, когда Р = Рп,п,.. ,-\- 
-УРП^,...^ мы будем через Рп,п„.. и рт^- - обозначать не только 
многообразия, но и соответствующие проекционные операторы, опре­
деленные на Р. Нормы этих операторов будут обозначаться через 
I РпЛ ... \р и | Р"^’ •••(₽. Наконец, условимся обозначать через 5 П1П,.. 
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поверхность единичной сферы в РПгП,... и через 5"*" ’------ в Рп^ • • •. 
Пусть П — многообразие всех элементов х^Р, представимых в виде

* В качестве а и р мы условимся брать наибольшие числа, удовлетворяющие 
нашим условиям.

х = ^Х1, где х,^Р1. Если каждый элемент из П может быть пред- 
1

ОО 
ставлен в виде только одним способом, то мы будем говорить,

1 ОО

что П есть прямая сумма подпространств Р1г Р2,..., П = 2^'‘ 
1

Определение 1. {Рп} называется (а)-последовательностью, 
или (а)-системой, если для любого п выполняется условие: р^г...«; 
ры • • •л) а > О, причем а не зависит от п.

Определение 2. {Рп} называется (р)-последовательностью, или 
(З)системой, если для любой конечной последовательности индексов 
и1; п2,пд выполняется условие: р(5Я1«,... Пд\ РП1П" где р
не зависит от п2,... , пч*.

Пусть {Рп} — (а)-система. 
ч

Аг Рп^. ..пд = ^Р1 для всякой конечной’ последовательности 
1

индексов.
А2. Для любого п будем иметь: Р = Рю ...п + Р12• • •" и Р = Рп + Р"- 

Последнее соотношение следует из того, что Р1г Р2,... , Рп-1, Р'1^,. • - 
есть также (а)-система.

А3. Из теоремы 1 следует, что | Ды...п [₽<Д / а, так как 
р^ы...«; Рп • ■ а- Легко видеть также, что при г =р У будем иметь: 
Р, (Р) (г)) — 6 для всякого г^Р.

Теорема 5. Для того чтобы Р было прямой суммой под­
пространств Р19 Р2,..., или, что то же самое, для того чтобы 
П было замкнуто, необходимо и достаточно, чтобы {РД являлась 
^-последовательностью.

Доказательство. Достаточность. Во-первых, отметим, 
что норма (на Р) оператора Р12...л удовлетворяет неравенству: 
| Р12 . . . г; |р / а при ЛЮООМ П, ТЗК КЭК р (512 ... п; Р12 ■■•"):> а. С другой
стороны, если г€Р12...л, то Рю... „(г) = г при п^т, поэтому после­
довательность Рю.. п(г) сходится к г на множестве, плотном в Р, 

п
а значит, 11т У Р/(г) = Нт Р]2.. .п(г) = г всюду на Р. П со " п -> со

Необходимость. Если для любого г^Р последовательность 
Р12... «(г) сходится, то существует такая константа М, что [ Р12... п |р<7М 
при любом п, откуда и следует, что р(512... л; Р12-• • ”)> 1/М

Пусть {Рп} — (Р)-последовательность.
В!. Пусть п^^п^^ - • ■ — бесконечная последовательность индексов. 

Совершая предельный переход, получаем: р(5Л1 Л1..Р"1"1 • • 
Отсюда Р = РП1па... + Рп'п‘" • Очевидно, что для всякой последова­
тельности индексов операторы Рп,Пг и Рпл> • • • линейны и не только 
I Р^п,... |р 1 / ₽, но (вследствие симметрии) и | Р"1"*  • • • |р 1 / ₽.

В2. Пусть г€Р и {Рп(у}} — последовательность его проекций. Тогда, 
какова бы ни была последовательность индексов пг < п2 <... , в мно­
гообразии РП1п,... существует такой элемент £, что Рпк(£) = Рпк(г) 
(А = 1, 2,-..). (а)-последовательность свойством В2, вообще говоря, 
не обладает.
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Теорема 6. Для того чтобы {Рп} являлась ^последователь- 
со

ностью. необходимо и достаточно, чтобы ряд ^Р (РДг)) абсолют- 
1

но сходился для любого РЬЕ* и любого гЬЕ. При этом будет-.

™ 4
У|Л(Л(?)|<-уЮ||.Ч. (1)

Доказательство. Пусть FbE*. Тогда F (z) ~fi(z) + 
где /. и /2—действительные, аддитивные, непрерывные функционалы, 
однородные относительно действительных множителей, причем, если 
мы введем обозначения |/j| = sup |/i(z)l, /2| = SUP l/>(z)h т0 
Z7! = l/il = i/2l С) и, таким образом, I/Дг) |< | Л | ||Ц! и |/2(?)1<

СО ОО со

|/7l||z]|. ^F (Pk(z)) = ^fi(Pk(z))+1^/2(РДг)). Так как для лю- 
1 1 1

бой последовательности индексов = И,,Л...(2)1|< ’ IIг
6 = 1

то, выделяя группы индексов, при которых /ДРДг)) и /3(РДх)) 
сохраняют знак, получаем (1).

Теорема 7. Пусть п^^п,^- . .<пч — конечная последова­
тельность индексов и р-!, р,2,..., [19 — числа. Тогда-, если [Р„} — 
— (^-последовательность и гПкЬРПк, пго

II РА, + v-^rr, + • • • + \LqZnq || < max | p,-| 4-||г„, + z„, -T . .. + zn
M, 2, . . . q P ' 4

(2)
Q

Доказательство. Пусть z~^znk
Л=1

(ч

Л=1

и /% — такой линейный

Q

6=1
. Тогда

ч
\ ^V-kZnk
I 6=1

ч ч
< max |[Лб|У|Л)(гл*)1= max | ц*| V|F0(Pn*(z))|<

max | Ц6 b J-1 I lb II = max | нл I 4
<k P 1<6<0 P

I 4

.16=i

Замечание. Если Е—регулярное пространство, 
бесконечной последовательности индексов и любой 
последовательности чисел мы будем иметь

то для любой 
ограниченной

(3)

ОО

в предположении, что ряд 2г"б сходится.
1

Поступило 
7Х 1949
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