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МАТЕМАТИКА
Т. И. ЛУКОМСКИЙ

К ТЕОРИИ МАТРИЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ НЕОГРАНИЧЕННЫХ 
САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

( П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 30 XI 1949)

Каждому оператору А в сепарабельном унитарном пространстве Н 
можно отнести совокупность

{{е*},  II а« II }, (1)

* Оператор А мы называем эрмитовым, если А = А* и самосопряженным, если 
А с А*.

где {в*}  — ортонормированный базис пространства Н (мы будем гово­
рить просто базис), а числа а^к определяются условием = (Авк, е^.

Если оператор А ограничен, то совокупность (1) может отвечать 
лишь одному оператору. Чтобы сохранить это свойство и для неогра­
ниченных операторов, с каждым замкнутым оператором связывают (1) 
особый класс базисов, которые мы будем называть допустимыми.

Допустимые базисы. Базис {ек} называется допустимым 
для замкнутого оператора А, если А есть замыкание оператора Аъ 

п 
определенного на многообразии всех конечных сумм вида / = 2 Хк 

6=1 
формулой

А^ = ХкАвк.
к=1

Теорема 1. Если пространство Н распадается в ортогональ­
ную сумму Н = 2® Нк инвариантных относительно замкнутого 

к
оператора А подпространств и если, следовательно, сам оператор А 
распадается в ортогональную сумму А = 2® Ак своих частей, то 

к
допустимый базис оператора А можно получить объединением 
допустимых базисов всех Ак.

Из этой теоремы, в частности, следует, что если А — эрмитов * 
оператор с чисто точечным спектром, то совокупность всех его орто- 
нормированных собственных векторов образует допустимый базис.

Теорема 2. Если области определения Од и £1в замкнутых 
операторов А и В таковы, что £1В а 61А, то имеются лишь две 
возможности: а) либо всякий базис, допустимый для оператора В, 
допустим и для А; б) либо А и В не имеют ни одного общего 
допустимого базиса.

2 ДАН, т. 70, № 3 377



Если же = ^а, иго всякий базис, допустимый для одного из 
них, допустим и для другого.

Теорема 3. Пусть Аъ Д2,...,Д*— замкнутые операторы. 
Обозначим через П пересечение их областей определения, а через 
А', Л',..., А'к — операторы, индуцированные операторами Лп Л2, ... 
... , Л* на многообразии П.

Для того чтобы А1Г А2,... , Л* имели общий допустимый базис, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

Л1 = Лх, Аг — Л2, .. ., Л* = Л*.

Из этих теорем следует, что если Л — эрмитов оператор и Р(А)— 
полином от А степени не выше п, то всякий базис, допустимый для 
Л", допустим и для Р(А). Существуют базисы, являющиеся допусти­
мыми одновременно для всех полиномов от эрмитова Л; таковыми 
являются, например, все допустимые базисы оператора еА.

Матричные представления и их унитарная эквива­
лентность. Матричным представлением самосопряженного 
оператора А называется такая совокупность (1), -в которой базис {вк} 
является допустимым для А.

Дж. Нейман (2) предложил определение унитарной эквивалентности 
матричных представлений. Но его унитарная эквивалентность не тран­
зитивна; кроме того, унитарно-эквивалентные в его смысле представ­
ления могут отвечать различным операторам. Ниже дается такое 
определение унитарной эквивалентности матричных представлений, 
которое лишено отмеченных выше недостатков определения Дж. Ней­
мана.

С каждым оператором А мы связываем множество На всех тех уни­
тарных операторов, которые отображают область определения опера­
тора А на себя. Множество Ил содержит бесконечно много элементов, 
ибо в него входят, например, все унитарные операторы, являющиеся 
функциями эрмитова оператора В=1/А*А.

Роль множества 11л выясняет теорема 4.
Теорема 4. Для того чтобы каждый из унитарных операто­

ров И, 1Г1 переводил всякий допустимый базис замкнутого опера­
тора А в допустимый же, необходимо и достаточно, чтобы И € и л.

Пусть (1) — матричное представление самосопряженного оператора 
А. Условие того, что элемент / = 2 хьеь входит в Пл, может быть 

*
записано в чисто матричных терминах, т. е. в этом условии будут 
фигурировать только числа а-^ и Хк (см., например, (3), стр. 112).

Отсюда следует, что условие того, что унитарный оператор 
{{б*}, || Щк II } входит в Ил, также можно записать в чисто матричных 
терминах, т. е. в этом условии будут участвовать лишь числа и Щк-

Определение. Матричное представление {{^}, II ^||} называется 
унитарно-эквивалентным матричному представлению 
{{е*}, II II } самосопряженного оператора А, если

Ь1к:= Др, иак и^к ( _

где и^ = (е(, е^ и унитарный оператор {{£*}, || || } принадлежит 11л.
Так как 11л есть группа, то наша унитарная эквивалентность есть 

соотношение эквивалентности, т. е. рефлексивна, симметрична и тран­
зитивна. Кроме того, из теоремы 4 следует, что два унитарно-эквива­
лентных представления всегда отвечают одному и тому же оператору.
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Как и для ограниченных операторов, можно встать на другую 
точку зрения, при которой базис считается фиксированным. В этом 
случае мы имеем дело не с матричными представлениями^ просто 
с матрицами || а-^ II , и наше определение унитарной эквивалентности 
матричных представлений превращается в определение унитарной 
эквивалентности матриц. При этом матрицы || аг* II и || || оказываются
унитарно-эквивалентными тогда и только тогда, когда отвечающие им 
операторы А и В связаны условием:

в = или\ и^А-
Поступило
30 XI 1949
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