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Разработка новых технологий с применением
жидких фаз в околокритическом состоянии тре-
бует совершенствования методов описания и
прогнозирования фазовых равновесий [1–4]. На
современном этапе для количественного описа-
ния критических явлений широко используется
теория масштабной инвариантности. Лежащий
в ее основе формализм критических показателей
делает анализ фазовых равновесий весьма на-
глядным [5]. Вместе с тем, уравнения состояния,
получаемые на основе масштабных функций,
обычно весьма сложны, так как содержат
“асимптотические” и “неасимптотические” сла-
гаемые, кроссоверные функции, а также поправ-
ки на асимметрию кривой сосуществования [6–
8]. C учетом этого представляется целесообраз-
ным совместить формализм критических пока-
зателей с геометрическим моделированием фа-
зовых равновесий. Преимущества использова-
ния геометрических моделей в химической
термодинамике хорошо известны [9]. Сочетание
методов дифференциальной геометрии с форма-
лизмом критических показателей и составляет
сущность проведенного ниже термодинамиче-
ского анализа однокомпонентного равновесия
“жидкость  пар”.

При таком анализе необходимо различать со-
стояния, лежащие ниже критической точки, и
состояния выше этой точки, так как ниже кри-
тической точки система является двухфазной, а
выше – однофазной. Соответственно, инстру-
менты описания этих областей также должны
быть различными. С учетом этого далее в соот-
ветствующих разделах мы рассмотрим различ-

ные термодинамические поверхности, а именно:
анализ свойств поверхности энергии Гиббса
позволит выявить количественные закономер-
ности предкритического (двухфазного) равнове-
сия; моделируя множество состояний флюид-
ной системы поверхностью свободной энергии,
мы проанализируем критический изотермиче-
ский процесс; отобразив состояния граничащих
фаз точками поверхностей внутренней энергии
этих фаз, мы установим некоторые качествен-
ные закономерности предкритических и крити-
ческих равновесий. При этом мерой степени
близости предкритического состояния системы
к критическому состоянию будет служить без-
размерный параметр

, (1)

где  – критическая плотность,  и  – плотно-
сти жидкой и паровой фаз.

ПОВЕРХНОСТЬ ЭНЕРГИИ ГИББСА

Фазовое состояние любого вещества можно
отобразить соответствующей точкой поверхности
молярной энергии Гиббса , где Т – темпе-
ратура, р – давление. При этом угловые коэффи-
циенты наклона плоскости, касающейся поверх-
ности  в данной точке, суть молярная эн-
тропия  и молярный объем
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точке касания. Следовательно, если обозначить
, то будем иметь  Докажем, что

(2)

допустив противное: 
Если принятое допущение верно, то на по-

верхности молярной энергии Гиббса должна су-
ществовать q-линия – геометрическое место то-
чек, отображающих множество состояний, в кото-
рых энтропия и объем вещества скоррелированы
таким образом, что при переходе от одного состо-
яния к другому сохраняется заданное значение q.
Полная кривизна поверхности энергии Гиббса
выражается равенством1

где

Поскольку , точки поверхности энер-
гии Гиббса являются эллиптическими, т.е. q-ли-
ния должна быть образована эллиптическими
точками. Между тем, из математического опре-
деления вспомогательной величины I вытека-
ет, что семейство плоскостей, касающихся q-ли-
нии, является однопараметрическим. Всякая
поверхность служит огибающей семейства сво-
их касательных плоскостей. Так как огибающая
однопараметрического семейства плоскостей
имеет нулевую полную кривизну, q-линия по-
верхности  должна быть образована па-
раболическими точками, либо точками упло-
щения. Полученное противоречие доказывает
равенство (2).

В силу того, что

из (2) вытекает, что энергия Гиббса системы
“жидкость–пар” выражается равенством

(3)

где ; , , . Что-
бы конкретизировать аналитический вид слагае-
мых этого равенства, сделав его пригодным для
дальнейшего применения, примем во внимание
следующее.

1 Для упрощения записи все величины, задействованные в
этом равенстве, а также в приводимом ниже равенстве
(27), подразумеваются безразмерными и нормированными
по их значениям в некоторой реперной (например,
тройной) точке фазовой диаграммы.
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Опыт обработки экспериментальных данных
показывает [5, 10], что температурные зависимо-
сти параметра q, изобарной теплоемкости Ср, ко-
эффициента теплового расширения α и объем-
ной сжимаемости β с весьма высокой точностью
выражаются степенными функциями вида

(4)

где Z = q, , α либо β;  – критические пока-
затели,  – изобарические критические ампли-
туды; нижний индекс λ здесь и далее относит со-
ответствующие величины к точке фазового рав-
новесия, нижний индекс с – к критической
точке. При этом в изотермических условиях тер-
модинамические характеристики жидкости удо-
влетворяют аналогичным выражениям

(5)

где  – изотермические критические показатели,
 – изотермические критические амплитуды.

С математической точки зрения выполнение
соотношений вида (4) и (5) означает, что зависи-
мость  – однородная функция разностей

 и , т.е. существуют такие положи-
тельные числа  и , что

(6)

Руководствуясь соотношением (6), мы, во-пер-
вых, преобразуем выражение (3) к виду

(7)

где

а во-вторых, примем

(8)

При этом с учетом общеизвестных требований
термодинамической устойчивости полагаем: АТ,
Ар,  , π – положительные константы, b > 2 –
четное натуральное число.
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Из (7) и (8) вытекает, что характеристики од-
нокомпонентной системы “жидкость–пар” вы-
ражаются следующим образом.

Критические амплитуды:

(9)

(10)

(11)

(12)

Критические показатели:

(13)

Температура фазового равновесия:

(14)

где

(15)

а множитель  = const

Теплота парообразования:

(16)

где

(17)

Особый интерес представляют вытекающие из
(13), (15) и (17) соотношения

(18)

где

(19)

– показатель критического изотермического про-
цесса . Формулы (18) позволили
для четырнадцати жидкостей рассчитать по заим-
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ствованным из [10–15] значениям ψ, ,  и 
показатели ,  и , значения которых приве-
дены в таблице.

ПОВЕРХНОСТЬ СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ

Сопоставим теперь множеству фазовых состо-
яний жидкости множество точек поверхности ее
свободной энергии . Тогда, приняв во вни-
мание гиперболичность точек поверхности

, можно доказать, что

.

Воспользовавшись равенством

и обозначив , для свободной энергии
околокритической жидкости получим выраже-
ние [ср. (7)]

(20)

где 
Выражение (20) позволяет выразить критиче-

ский показатель поверхностного натяжения:

(21)

Эта формула дополняет набор соотношений меж-
ду критическими показателями [формулы (18)],
уже использовавшихся нами при заполнении таб-
лицы. С помощью равенства (21) был заполнен ее
последний столбец. В нем в круглых скобках при-
ведены для сравнения экспериментальные значе-
ния  по данным [10–15].

Помимо этого, выражение (20) позволяет про-
анализировать критический изотермический
процесс. При  состояние вещества одно-
фазно: при  – жидкость ( ), при  –
пар ( ), при  – критическое состояние
( ), так что вместо (1) имеем

(22)

Тогда, применяя асимптотики типа (5), с учетом
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Полученное равенство (23) служит аналитиче-
ским выражением известного эмпирического
правила, часто называемого “уравнение Тейта”
(см., например, [16]). Следует обратить внима-
ние, что аналогичное соотношение выполняется
и в докритической области, а именно: при

. (24)

ПОВЕРХНОСТЬ ВНУТРЕННЕЙ ЭНЕРГИИ
Отобразим состояния граничащих фаз точка-

ми поверхностей  и  внутрен-
ней энергии этих фаз, как и выше различая харак-
теристики граничащих фаз одним и двумя штри-
хами. В точках линии фазового равновесия (λ-
линии) уравнения касательных плоскостей ука-
занных поверхностей таковы:

(25)

Отрезки  и , отсекаемые на оси U касатель-
ными плоскостями поверхностей  и

, равны значениям энергий Гиббса фаз
в состояниях, сопоставляемых точкам касания.
Поскольку  в силу равенства , из
(25) вытекает, что в λ-точках касательные плос-

= constТ

( )ρ − ρ = ψ −
∂ρ ∂ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

с
' ''

' ''

Т Т

p р

р р

'( ', ')U S V ''( '', '')U S V

( ) ( )
( ) ( )

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

⎧ = + − − −⎪
⎨

= + − − −⎪
⎩

' ' ' ,

'' '' '' .

U U T S S p V V

U U T S S p V V

'U ''U
'( ', ')U S V

''( '', '')U S V

λ λ=' ''U U λ λ=' ''G G

кости поверхностей  и  попар-
но совпадают. Касательная плоскость поверхно-
сти не меняется при смещении вдоль прямолиней-
ных образующих поверхности, следовательно, на
λ-линии поверхность внутренней энергии (ПВЭ)
имеет нулевую полную кривизну :

. (26)

В общем случае полная кривизна ПВЭ выра-
жается в виде

(27)

где

– детерминант устойчивости, ,
,  – изохорная теплоемкость.

В силу требования  вещество имеет верхний
и нижний пороги термодинамической устойчи-
вости [17]:  (состояние предельной устой-
чивости) и . Из (26) и (27) вытекает, что ниж-
ний порог термодинамической устойчивости ве-
щества достигается в точке фазового равновесия:
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Критические показатели некоторых жидкостей

Жидкость ψ – – –

3Не 0.36 3.5 0.3 1.09 0.695 0.79 0.7 1.26
4Не 0.339 4.0 0.108 1.2 0.654 0.737 0.89 1.356

Ar 0.34 3.67 0.11 1.2 0.655 0.83 0.8 1.25 (1.28)

Хе 0.329 4.1 0.064 1.23 0.647 0.74 0.936 1.35 (1.3)

Н2 0.36 4.0 – – – 0.69 – 1.44 (1.31)

O2 0.35 3.6 0.2 1.25 0.725 0.793 0.8 1.26 (1.25)

СO2 0.347 4.1 0.1 1.23 0.665 0.72 0.9 1.39 (1.34)

СН4 0.35 4.4 0.11 1.23 0.67 0.65 0.89 1.54 (1.26)

SF6 0.345 3.5 ≈0.08 1.2 ≈0.64 0.828 ≈0.9 1.21 (1.25)

N2O 0.348 3.82 – – – 0.75 – 1.33

н-Пентан 0.35 3.5 – 1.25 – 0.813 – 1.229

н-Гексан 0.365 3.4 – – – 0.81 – 1.236

н-Гептан 0.34 3.6 – – – 0.814 – 1.228

Изопентан 0.343 4.26 – – – 0.684 – 1.46

τq τC T βτ ατ � Θτ στ
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По этой причине равновесие между фазой пре-
дельной устойчивости и какой-либо другой фа-
зой вещества невозможно.

По определению,

где  и  – главные кривизны ПВЭ, поэтому
равенство (26) выполняется в двух случаях:

(29)

либо

(30)

Вариант (29) соответствует параболическим
точкам и реализуется на докритическом участке
λ-линии вследствие выполнения равенств

(31)

Из (31) следует, что в критической точке линия
фазового равновесия имеет касание первого по-
рядка не только с критической изохорой (как это
предусматривается известным правилом План-
ка–Гиббса), но и с критической изоэнтропой, т.е.

(32)

Вариант (30) соответствует уплощению ПВЭ,
т.е. безразличному (критическому) равновесию
фаз, поэтому равенства (30) можно рассматривать
как геометрическое определение критического
состояния. Из (30) следует, что в критическом со-
стоянии

(33)

либо

(34)

Иначе говоря, возможны два типа критического
состояния. Различие между ними обусловливает
различие формы кривой равновесия фаз :
случаю (33) соответствует показатель  слу-
чаю (34) соответствует показатель  [см. фор-
мулу (14)].
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Соотношения (28), (31)–(34) дополняют выво-
ды, сделанные ранее в работах [18, 19], и разреша-
ют поставленный в работе [20] вопрос о характере
сингулярностей термодинамических производ-
ных в критической точке чистого вещества.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложены выражения (7) и (20) для энергии
Гиббса и свободной энергии системы “жид-
кость–пар”, позволившие описать форму линии
равновесия жидкой и паровой фаз [формула (14)],
выразить критические амплитуды [формулы (9)–
(12)] и критические показатели [формулы (13),
(15), (17), (19)], а также выявить характер взаимо-
связи между последними [равенства (18) и (21)].
Найдено выражение температурной зависимости
теплоты парообразования [формула (16)]. Обос-
новано аналитическое выражение эмпирическо-
го правила Тейта [равенства (23), (24)]. Предло-
жено геометрическое определение критического
состояния [равенства (30)] и доказано существо-
вание двух различных типов критического состо-
яния [см. соотношения (33), (34)], различие меж-
ду которыми обусловливает различие формы
кривой равновесия фаз. Выявлены общие зако-
номерности докритических и критических фазо-
вых равновесий в однокомпонентных флюидных
системах, дополняющие выводы, сделанные ра-
нее в работах [18, 19], и разрешающие поставлен-
ный в работе [20] вопрос о сингулярностях термо-
динамических производных в критической точке
чистого вещества.

С помощью формул (18) и (21) по заимствован-
ным из [10–15] значениям ψ, ,  и  для че-
тырнадцати жидкостей рассчитаны показатели ,

,  и  представленные в таблице. В ее по-
следнем столбце в круглых скобках приведены
для сравнения экспериментальные значения 
заимствованные из тех же источников.
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