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К СТАТИСТИКЕ КОНДЕНСИРОВАННЫХ СИСТЕМ 
(Представлено академиком М. А. Леонтовичем 22 JX 1949)

В настоящей работе приведены приближенные расчеты классиче
ской суммы состояний для простейших моделей (энергия взаимодей
ствия двух частиц в виде прямоугольной ямы) в связи с теорией фазо
вых превращений, изложенной в (1). При этом показано, что: 1) при 
наличии одних сил притяжения между молекулами фазовый переход 
3-го рода, аналогичный эйнштейновской конденсации (в конденсиро
ванной фазе р(^) = const), возможен при высоких температурах; 2) при 
реальном законе сил такой переход невозможен при высоких и, пови- 
димому, при достаточно низких температурах.

Мы будем пользоваться аппаратом теории реальных газов Майера 
и др. (2). Тогда:

p = kTG^z, b), (1)
z— корень уравнения

G^z, b) = llv, (2)
дающий наименьшее значение свободной энергии Fq = NkT{\nz — 
— vG0(z,b)); здесь

Gx(z, 6) = 2 btzll\ (3)z=i
bt можно выразить через „неприводимые“ интегралы

11—тт~; 2^ = / —1- (4)V V=1
При 1

е/ф(у, 3,I, Z-1)

Т"2п (у2 <р" + 1) / ’
Z-1 (!-!)/* м )

ш ₽,/,/-!) =4-2 In 2 L (5)
Л=1 j = О '

где у — корень уравнения
У^{у, ^ldy= 1, (6)

дающий наименьшее значение | у | е~*₽). В области сходимости 
GAy, ₽) ? (у, ₽, I, I — 1)» Go (у, ₽) и радиус сходимости Gx (z, b) равен:

z = I Уоо I (y°°'₽), y^ = lira y. (7)
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Для газообразной фазы, соответствующей тому корню уравнения (2), 
который стремится к нулю при г>->оо:

(8) 
\ №1 ‘ /

Первые неприводимые интегралы имеют вид:

Р1 = -И f^dv2, ₽2 = J dV3,

Рз = дг ($Рз1 + 6^з2 + Рзз);

Рз1 — д/" /12/23/31/14 dVxdV-2dV3dV

P32 = $ /12/23/31/14/24 dV^V^dVi, (9)

P33 = 4J^^^ /7 = ^ -1; =

Мы рассмотрим следующие модели: 1) твердые шарики (и (г) = 
= ^0>0 при г<2г0 и (7(г) = 0 при г>2г0, в частности, £/0 = оо); 
2) притягивающиеся точечные молекулы (и (г) = — | и0 | при г~^2г0, 
и = 0 при г >-2г0); 3) притягивающиеся шарики (и = £70>0при г^2г0, 
и = — | иг | при 2г0-^г^2г1; и = 0 при г>2Г1) и те же случаи 
для кубического потенциала, т. е., например, 1 ) U (г) = Uo > 0 при 
— а^х(у, z)<а и Z7 = 0 при | х | ( | у | , | z | )>а.

Для вычисления ₽v воспользуемся разложением fa в интеграл 
Фурье:

ОО

= J f^é r‘~^ dk4. (10)
— ОО

Подставляя (10) в (9), мы можем сразу произвести интегрирова
ние по Г/. При этом получаются произведения выражений типа: 
[sin 2 fax L12 j I [2 kix L /2] •

1 sin A £/2
Если-------- ----- умножается только на функции от kx, изменяю- ТС /ь

щиеся на протяжении ^kx , т. е. на /(к), то его можно
рассматривать как 8-функцию. При этом ошибка будет порядка а / L. 
Поэтому для v х L / a« N'i> [Зч может уже существенно зависеть от 
V. Для в2 и рз получаем:

р, —И2 — $ /3(к)Л;
—ОО

ОО

рз1 = (2к)9 /<(к)1/к:
—со

со

?32 = (2^)9 $ /2 (kJ/2 (к3)/(кх - к2) Jk! <Zk2;
— ОО

со

₽зз = (2^)9 J /(kJ/(к2) / (k3)/(kt - к2)/ (к2 - к3)/(к3 - kJ dk, dk2 dk3.
— ОО
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Для шариков Фурье компоненты f (к) имеют вид:

1)/(к) =-^^(sin2Ar0 —2£r0cos2£r0); s = e

s = — 1, UQ = oo; s<(0, Uq^O; s)>0, £70<Д;

для притягивающихся шариков

2) /(к) = -^2^ (sin 2krx — 4kr\ cos 2/srJ — (sin 2Ar0 — 2£r0 cos 2Ar0);
s = 5o=l, £/0 = OO.

Соответственно для кубического потенциала:
z • L

nsin kCl

2) /(k) = s гт sin^,&
LI ^kr, (s + *o) II

x'—x

sin kx, a 
nkr.

Рассмотрим сначала кубический потенциал. Преимущество кубиков 
заключается в том, что все (и при v^>l) приводятся к простым ОО
интегралам типа sin" dx и другим, не более сложным.

Для твердых кубиков и притягивающихся точек находим:

p;=s(2a)3; ₽2 = s3(2a)«-g-; ₽31 = s4 (2а)9 ₽32 = s5 (2a)9 ;

'₽33 = s6 (2a)9 ; ₽8 = (2a)9 [s4 -J + (s5 + 4) ] *

При д>0 (£/0<0) получаем следующее уравнение состояния для 
газа:

кТ 5 (2а)3 «3-9 (2а)6 Г si / 5 5е \ 73 Т (2а)° _ I
Р V V 2 V 64 ф2' ( З2 + V + 6 угММ г/3 ”‘

,____ 3 А (Н)
При кевыписанные члены несущественны. Найдем теперь точку 
перехода 3-го рода. Разберем случай $<^1, тогда корень уравнения 
(5) равен _у « 1 / $8г/0, -и0 = а3, &,>0; поэтому объем, соответствую
щий точке перехода, Vk=i/y (*):

= (е1 ।/47’_ 1)8^0 [1 + ^4^3(б'1/ЛТ~ ’)] ; <12>

(12) — уравнение фазовой кривой.
Рассмотрим абсолютно твердые кубики. В этом случае д = — 1: 

п ~ АГ<1 _Ц 9 <2й>6 1 _с Л77 ~ ДА1 г А?“ + 64 А2- “ДзТ А3- + • • •) •

Все вириальные коэффициенты -удТ РазУмеется> не зависят от 
температуры. Так как Р3>0, то уравнение (5), оборванное на у3, 
имеет двойной действительный корень у = — 0,132/^0. Ь: знакопере
менные, поэтому при з>2 для С-к{г, Ь) надо пользоваться аналити
ческим продолжением ряда (3). г, вычисленное по у =— 0,132 / 
равно: гж —■—-е-Ыб! ~ _ц— г 'По
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Перейдем к притягивающимся кубикам:
₽i = (2a)s — s — s0] ;

при 6<2а:
₽, = (2а)« [,« i(iy -s-h + Щ (1 - зд-)’ +

+.м.4?(ЧВ+*;]'
3-й член здесь равен 3/2 $($0 + $)2, если Ь>2а.

Приведем данные для шариков. Для твердых шариков и притя:и 
вающихся точек:

кТ / «о \ 4я з
Р = ~45 V-205 ; <13)

Уравнение кривой перехода 3-го рода при $<^1(для 5>0):

^ = 58^0(1 + 15/1в«)-
Для притягивающихся шариков:

р = У {1 + + _ X 20 [sM - (s0 + s)3 -

T’o+ 2Vfs0 + s)^- i__ 1 H
•o 16 ro

(14)

Здесь r1<2r0; v1 — г?. Нетрудно видеть, что при достаточно
высокой температуре ₽х и ₽2, как и в случае притягивающихся куби
ков, отрицательны. Можно показать (см. (3)), что все bi при этом 
знакопеременны. Вообще, для реального закона сил между моле
кулами (притяжение переходит на близких расстояниях в оттал
кивание) bi могут быть положительными лишь при достаточно 
низких температурах. Но при низких температурах Gx(y, Р) могут 
стать расходящимися (s>l в случае прямоугольной ямы: (14)). 
Тогда радиус сходимости уже не определяется выражением 
(7), он даже может стремиться к бесконечности. Во всяком_ случае, 
если Gx(y, Р) расходятся, очевидно (см. (5)), bi при /->оо (иг) будут 
определяться (3V с большими v, a при v « N'i>, как было показано 
выше, зависят от v. Поэтому, если фазовый переход 3-го рода и 
осуществляется, он приводит к фазе, для которой р (v) =£ const, так 
как z зависит от v (уравнение состояния конденсированной фазы: 
р = kTGü(z\ см. (2У). Происходит ли переход 3-го рода при средних 
температур ix и, если происходит, приводит ли он к фазе ср('У) = const 
для всех V<vk, трудно сказать, так как при малых v G\ [у, Р) могут 
оказаться и расходящимися, поскольку зависят от v.

Московский государственный Поступило
педагогический институт 22 VII 1949

им. В. И. Ленина
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