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ЛЮБОМИР ИЛИЕВ

О КОНЕЧНЫХ СУММАХ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ 
(Представлено академиком В. И. Смирновым 5 XI1949)

Пусть — класс функций

+ (1)

регулярных и однолистных в круге | 2 | < 1, и — класс функций

/2 (г) = г + а^ + ..., (2)

нечетных, регулярных и однолистных в том же круге.
В нашей работе (1), используя одно неравенство Г. М. Голузина (2), 

мы установили следующую теорему:
Теорема 1. Если фк^г^Зк, 6 = 1,2, и 0<г<1, 

| г2 I < г, то

__ 1-г2 т
I — г2 (1 + г4 )4/* ‘ '

Оценка (1) точная.
В настоящем сообщении с помощью неравенства (I), следуя методу 

Левина (3), мы установим следующие теоремы:
Теорема 2. Если функция

Ф1 (г) = 2 + а^ + ... (3)

принадлежит классу то конечная сумма

(?) = г + + • • • + (4)

при п > 15 однолистна в круге | г | < 1 “4^-.
Теорема 3. Если функция

Фъ (г) = 2 + а^ + ... (5)

принадлежит классу А, пго конечная сумма

(г) = г + а^ + ... + а2я+1 г2я+1 (6)

» -. II ’■ / , о кприп^И однолистна в круге | 2 ] 1—3 .
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Теорема 2 уточняет результат Левина (3).
Кроме того, используя (I) и один результат Г. М. Голузина, мы 

упростим доказательство Сеге (4) об однолистности в круге | г | <у4 
сумм ^(г) для класса

Одним общим методом Сеге легко установил эту теорему при 
п 5. Для случаев п = 2, 3, 4 он дал прямое доказательство, причем 
его доказательство при п = 2 не представляет трудности, а при 
п — 3 и п = 4 очень сложно.

При помощи (I) мы установим теорему общим методом длк«^>4.
§ 1. Доказательство теорем 2 и 3. При к — 1, | ^ | 

г2|<г, г, #=г2 для функций класса из (I) получаем:
/1 (г1) /1 (гг)

^1 г2

1— г
(1+г/ • (7)

Следовательно, если при | | <г„, | ^ | <г„, гл<1
имеем

1 -гп

(1 + гпГ 

или

ач I1 п
'~гп
^+Гп^ ’

(8)

(9)

то (4) будет однолистна в | г | <г„.
Если примем во внимание неравенство Литлвуда |ач|<еч, то 

увидим, что (9) выполнено при условии
ОО | ___

‘ 3 (10)
ч=л+1

Но

2 1], (Н)
ч=яЧ-1 ”

и, следовательно, неравенство (10) имеет вид

{Г^^[лЧ1-гя)2-(2й-1)гя+^^^^ (12)

Последнее неравенство верно, если

1)гп + 2п + 1]<-8у. (13)
Пусть

Гп=1 0<а<п. (14)

Следовательно, 

= (15)

и
Л2(1 — гпу — (2га— 1) гл + 2л + 1 < а2 +2а + 2. (16) 
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Из (14), (15) и (16) следует, что (13) будет удовлетворено, если

п'е* а2 2а -f- 2 1
8? ’ (17)

Если положить а=41пл, то неравенство (17) верно при л >4. 
Для того чтобы результат теоремы 2 представлялся ценным, необхо
димо, чтобы Гп^1/^ Последнее условие выполнено при п >15.

Теорема 3 доказывается тем же методом.
§ 2. При | г1 | <74, I г2 | <^/4, г1==^г2 для функций класса 

из (I) получаем
Л О — /1 (га) 

г1----  г2

48
125 ’ (18)

Следовательно, однолистна в круге | z | <74, если выпол
нено неравенство

(^) 

v=n-|-l

Как показал Г. М. Голузин (5), для функций класса имеем 
| ап | <3/4еп, так что (19) верно, если

(20)
V—л-f-l

т. е. если
3 ~ 9„2_24n + 20 48 , ,П1Ч
4 27-4"-1 1251 '

При п = 4 неравенство (21) верно, и, значит, теорема Сеге уста
новлена при п>4.

Таким образом, прямое доказательство Сеге при п = 4, отличаю
щееся сложностью, излишне. Отметим, что при помощи метода Сеге 
невозможно внести большие упрощения в доказательство. Действи
тельно, исходя из неравенства (18), методом Сеге нельзя установить 
теорему при п = 3, даже в предположении верности неравенства 
Бибербаха | ая | <л. С другой стороны, неравенство (I) точно при 
k = 1 и, следовательно, (18) не может быть улучшено.
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