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В настоящей заметке дается новый метод решения классической 
задачи о диффузном отражении и пропускании света плоским слоем 
мутной среды. Этот метод, уже изложенный автором ранее для слу­
чая сферической индикатрисы рассеяния С) и обобщаемый теперь на 
случай индикатрисы рассеяния произвольного вида, состоит в нахож­
дении линейных интегральных уравнений, определяющих непосред­
ственно интенсивности излучения, выходящего из среды. Полученные 
уравнения легко решаются численно —ив этом состоит пока един­
ственный путь для нахождения точных решений для слоя конечной 
оптической толщины. В случае же бесконечно толстого слоя для 
определения интенсивностей диффузно-отраженного и диффузно-про­
пущенного света получаются интегральные уравнения с ядрами типа 
Коши, точные решения которых находятся в явном виде.

1. Пусть плоский слой мутной среды освещается параллельными 
лучами, интенсивность которых есть к5, косинус угла падения £ и 
азимут ф0. Обозначим через / (т, т), <р) интенсивность диффузного излу­
чения, идущего на оптической глубине т под углом с нормалью, 
косинус которого равен тр при азимуте ср. Для определения величи­
ны / (т, т), ф) мы имеем следующие уравнения:

(1)

S (т, т), ©) = С фр' С I (к, -ц', ф') х (у) diq' (уй Р т/\ (2)

о -1
где Х/(1—X) — отношение коэффициента рассеяния к коэффициенту 
истинного поглощения, х(у)— индикатриса рассеяния, выражающая 
вероятность рассеяния излучения элементарным объемом среды под 
углом у с направлением падающего излучения.

cos у = чч' + /U — Ч2) (1 — ч'2) cos (<р — <р'), 
_______________ w 

COSY1 = ч£ + КО —Ч2)(1 — ^2) cos (ф — ф0).

Введем в рассмотрение «обобщенные коэффициенты яркости» 
F (ч> ч’> ф) и G (тр т/, <р), определенные соотношениями:

5^(4,ч',ф) = \В(к, —т)’, 'р)^1'-- ,

“г. W

SC G (т], 7)', ф) = V В (т, т)', ф) ,
J у
о

5 ДАН, т. 69, № 3 353



где т0 — оптическая толщина среды. Искомые коэффициенты яркости 
р(т), ф) = F^, 7), ср), 0(7], 7]) = О(т], 7), ф). (5)

Поступая так же, как в предыдущей заметке, мы получаем сле­
дующие уравнения для нахождения величин F и G:

2п 4-1
Г V. », ri - £ хм _

6 —1

— (6) 
о о

2тг +1
W м) = s j # $ ^gffiri.ril-ricc-.v.ri; х м аг. . 

0—1

— |(7)
О о

где надо считать F (•/)', т/, $') = 0 и О (т/, т/, ср') = 0 при ?)' <0, 

-4^+4) -> -Т
, , X 1— е 1 °- . , X е * — е 4 ,0.Р (4 ) ~ 4 7)"+ а fa )~ 4 т" ’ fa)

cos Ya = — т£ + /(1 — 7]2) (1 — £2) COS (ф — ф0). (9)

2. Допустим, что % (у) разложена в ряд по полиномам Лежандра:

x(f) = ^XiPi (cosy). (10)
f = 0

В таком случае 
ОО со

х(у) = 2 СО8 7П(ф —ф') 2 CimP'f^P^W), (Ц)
m=0 i—m

где см==хь cim = 2xt . (12)

Величины F и G мы будем искать в виде: 
ОО ОО

С7!", ЧЪ?) = 2 Cos т fa’) Р1П fa)’
т — 0 i — m
со со

G (т)", 7), ф) = 2 cos W (ф — ?о) 2 fa’) fa)’ 
т 0 i = m

(13)

Подставляя (11) и (13) в уравнения (6) и (7), находим:

^fa)=lx^2. ) — 4 ] v '

~ e~z,h S 
0

<fa')p'i fa')fa')^' + с^р?^-оP*fa)- (14)
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(4)= 2ЛЦ1 + Ш)\ 2| ) 71 — 7)'
]=т —1

1
- ]' 777 «7 СО Р? (4')р? СО

О

р';‘^)рг^') ’̂

+ с1тР'!,^)^Ьу (15)

Таким образом, для каждого т мы имеем отдельную систему 
линейных интегральных уравнений, определяющих /г?1 (4) и (4).

Согласно (5) и (13) искомые коэффициенты яркости следующим 
образом выражаются через функции «^(4) и ^"(4):

со со
р(4-?) = 2 р»*СОсозт(сР~(:?о)’ ®(4»ф) = ^^соз/м^-Фо), (16)

т=0 т—0

где Рт(ч)= 2 Р™ СО = 2 О" О) Р? со <17) 
I = т г—т

3. Нетрудно найти уравнения, определяющие непосредственно 
рт (4) и Для этого преобразуем уравнения (14) и (15) к виду:

«Г (4)=
X . (I — т)! I С (4) — ^ (О
2 Х< (/ + т)! | 0 д —д' РГММ-

д — д' №(4'Ж-

+ с1тР?(-^9'^ (18)
О

— е~^ \ 777 Рт (4') Р? (4’) 
О

(19)

Уравнения (18) и (19) можно рассматривать как системы линейных 
алгебраических уравнений относительно «”(4) и ^"‘(4). Находя из 
этих уравнений функции и“ (4) и V’!’ (4) и подставляя их в соотноше­
ния (17), мы для каждого т действительно получаем два линейных 
интегральных уравнения для определения рт (4) и ст (4). После нахо­
ждения этих величин полные коэффициенты яркости составляются, 
как уже сказано, по формулам (16).

4. Рассматриваемая задача сильно упрощается в случае бесконеч­
но большой оптической толщины слоя мутной среды. Так например, 
при индикатрисе рассеяния в форме х (у) = 1 + хх соз у коэффициент 
отражения определяется уравнениями 1

5* 355



₽0 (>1) = уД [1 + (1 - *) W] |1.... , (20)
J q 'J ' • S

-I

,. ' x г' , x yny /O1.
ДН4М------ДД------t1 + 4 X1VFT ’ (21)

—1

а коэффициент пропускания — единственным уравнением:

,(,) = Д' [1 + (1 -Чхда'Ж.
(22)

так как при т0 = ос интенсивность диффузно-пропущенного света не 
зависит от азимута.

С помощью приема, изложенного выше, аналогичные уравнения 
могут быть написаны для любой индикатрисы рассеяния. Все эти 
уравнения имеют ядра типа Коши и их решения можно получить в 
явном виде. Для любой индикатрисы рассеяния коэффициент пропуска­
ния определяется уравнением вида:

(23)
—1

где А (д, д') — полином относительно д и д', находимый из (17) и (19) 
при т0 = ос и т = 0. Уравнение (23) может быть переписано в форме

®(чМ) = у С -Д- А (д', д')а(д')^д' + f (д), (24)
л Л 
о

где

а(^)=1+уД / И = у Л (^’ ’ 71 ) О^д'д'д’. (25)
-1 6

Применяя метод Карлемана (2), получаем решение (24) в виде:

а(д) = ---------- 
[у 777)4 (т), 7])

еа ™_________

j/ ß2 (4) + Гу 777) А (д, 7))

X С у'А (г/, 7)9 /(д') е а dt]'
2 J / г”х Т27)'—7)

О I/ Я2 (VH- о 7171'4 (т/, 7)9

с
1—7) ,(26)

где ynV^(7)',7)') d, 
arc tg —---- ----------- т——s а (7) ) 7) — 7)

и С—произвольная постоянная. Коэффициенты полинома/(т)) опреде­
ляются при подстановке (26) в (25).
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