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1. Линейный класс квазиконформных отображений характеризуется 
системой дифференциальных уравнений вида

L [и, v] = аих + Ьиу — vy = 0,
(1) 

М [и, i?] = dux + city + vx = О,

где А = ас ~J > 0 (условие эллиптичности) и коэффициенты а,... 
..., rf — известные функции х и у. Если коэффициенты (1) обладают 
частными производными по х и у и для и. и v справедлива теорема 
о перестановке порядка дифференцирования, то (1) сводится к урав­
нению

А[ц] = аихх + (b + d) Чху + ciiyy + (ах + dy) их + (Ьх + су) иу = 0, (2) 
или

М [<о] = -g- vxx Н—vXy-\- VyyA-

+ {(у Х+ (1) J + {(4)х+ (Юj = °’ (3)
где В = ас — bd А > 0.

Всякое внутреннее отображение w = f (z) = и(х,у) + iv(x,y), удов­
летворяющее системе (1), в каждой точке z0 = х0 + 1у0 своей одно­
листности преобразует некоторый эллипс с центром в z0 во вполне 
определенный эллипс с центром в точке w0~/(2о)> причем для этих 
эллипсов отношения больших полуосей к малым р и рг и наклоны 
больших осей к осям абсцисс 0 и 0! определяются через коэффи­
циенты системы (см. (!)).

* Если дополнительно предположить, что эллипсы в плоскости z обращаются 
в окружности, т. е. считать Ь = d = 0, а = с, то мы придем к случаю, рассмотрен­
ному в работе Г. Положего (2), где для этого частного случая указаны форму­
лы (12) и (19) настоящей заметки.
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Самосопряженность уравнений (2) и (3) выражается условием b — d, 
которое геометрически означает, что главные диаметры эллипсов 
в плоскости w параллельны координатным осям (0j всюду равно 0 
или Tt/2j*. Условие того, что уравнение (3) сопряжено (2), выра­
жается равенством В=1, которое геометрически означает параллель­
ность главных диаметров в плоскости w бисектриссам координатных 



углов (Ох всюду равно тс/4 или Зтс/4). Совпадение этих двух условий 
\b = d, ас — &2=1) приводит к тому, что уравнения (2) и (3) совпа­
дают и самосопряжены, или, геометрически, что эллипсы в плоскости 
да обращаются в окружности — случай, рассмотренный в работе: 
М. А. Лаврентьева (3). В последнем случае систему (1) мы будем на­
зывать самосопряженной.

2. Если коэффициенты системы (1) обладают непрерывными част­
ными производными, то для любой четверки функций и, V, а*, V*, 
также обладающих непрерывными частными производными, имеет 
место формула Грина:

[и^ — (Ьи* + съ*) и} dx-\- {(аи* + и + v*v} dy — 
с

= \ {и* Ь [и, и] + тГУИ [и, т»] + иЬ [и*, гТ] + ъМ [^’, V"]} dxdy, (4) 
а

где С — граница области О и

I [ц, V] = (аи + dv)x + (Ьи + с^у, М [и, V] — ъх — иу.

Пусть Х = Х(х,у) обладает непрерывными вторыми частными 
производными и удовлетворяет уравнению

А [А] = А [Аг, Ху] = (йАх + dX^x + (ЬХх + сХу)у = 0, (5}

сопряженному (2), а функция У = У (х, у) связана с X соотношениями

Г [X, У] = аХх + dXy— Уу = 0, (бх
М' [X, У] = ЬХх + сХу + Ух = О

(существование такой функции обеспечивает (5)). Если теперь (и, ц) 
удовлетворяет (1), а (X, У) — системе (6), то формула (4), если поло­
жить в ней и* — Хх, 'и* = Ху, даст

dX + udУ = 0. (7)
с

Переход от системы (1) к (6) геометрически означает, что каждый 
эллипс в плоскости да заменяется симметричным с ним относительно 
оси абсцисс (см. (’)). Если Ь = d, то (1) совпадает с (6), и тогда сим 
метрия не изменяет эллипсов.

3. Разрешив (1) относительно иу и их, получим

Ц [и, V] = — а^х — d1‘Uy — иу = 0,
Л41 [и, т] = — Ь^х — с^у + Их = О,

где а1 = а/ В, ., d1 = d|B. Для системы (8) имеет место формула (4), 
в которой всюду и заменено на V, V на и и коэффициенты а, d 
на --а^ ..., — Ьг Поэтому, если А1 удовлетворяет уравнению

Лх [АЧ = - (ахА; + Ь1Х'у)х - А^ + С1Х^у = О, (9)
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а У1 связана с Л1 соотношениями
Л; [№, У1] = аХ + ^Ху -Уу = 0,

(Ю) 
м] [х1, у1] = + ^Ху + г! = о

(существование такой функции обеспечивает (9)), то вместо (7) по­
лучим

^udX1 — vdУ1 = 0. (11)
с

Переход от системы (1) к (10) геометрически означает, что каж­
дый эллипс в плоскости да заменяется симметричным с ним относи­
тельно бисектриссы первого координатного угла. Если В = 1, то (1) 
совпадает с (10), и тогда симметрия не изменяет эллипсов.

4. Введем комплексные переменные X = X + 7Р, 2*=Л1 + гУ, 
тогда (7) и (11) можно объединить одной формулой

u.dZt + ivdZ = G, (12)
с

। которая и выражает обобщение классической теоремы Коши.
Для случая самосопряженных систем, когда эллипсы в плоскости да 

обращаются в окружности, (6) и (10) совпадают,, следовательно, можно 
принять Д‘=Д, и формула (12) упростится:

f(z)dZ = Q. (13)
с

Этот результат очевиден, ибо здесь отображение Z — Z(z') преобра­
зует эллипсы плоскости г в окружности и, следовательно, сложная 
функция f [г (Z)] = В {X) является аналитической^). Для системы 
Коши —Римааа можно принять Z = z, и мы получаем классическую 
теорему Коши.

б. Введем теперь неевклидово расстояние

Р (г, г0) = Ус (х — л0)2 — (й + d)\x — л0) (у — у0) + «(У — Уо)2

и будем рассматривать фундаментальное решение уравнения (5), имею­
щее в точке г0 особенность типа 1н р (г, г0):

Г (г, г0) = у' (г, г9) 1п р (г, г0) + у" (г, гД

(у' и у" — непрерывные функции), а также сопряженную с ним 
функцию

Я (г, г0) - (ЙГЛ + сГД dx + (ДД + dГy) dy. (14)

В силу (5) интеграл (14) не изменяется при непрерывной деформации 
пути интегрирования, если при этом не задевать точки г0. При обходе 
же точки (один раз против часовой стрелки) функция Н получает 
приращение

Ит — (йГх + сГу^х + (аГг + ДГ,,) dy = (15)
й-»0 , . 4 7

р (г,
2л

= А (г.)у' (г0, г0) $ = 2ку' (г0, ?0) УА^,
а Л—’ 
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которое будет равным 2тс, если принять у' (г0, г0) = 1 /КА(г0). Таким 
образом, многозначная функция Н(г, ?0) имеет в точке г0 особенность 
трго же типа, что и Аге tg Т~-^8.

Применяя формулу (4), «в которой положено и* = 1\, V* = Гу, 
а (и, V) — решение (1), к области О с выброшенным эллипсом о (г, г0) Н, 
получим

V АГ ф- и АН — V АГ + и АН. (16)
С р (г, ^о)=Н

Так как Пт \ г/г/Г = О ив силу (15) Нт \ иАН = 2^и(г0), то из 
л->о •’ л->о <

Р=л . р=Л
(16) в пределе при Л-»0 получим

и(г0) —г’фг^Г (г, гр) + «(?) АгН(г, г0). (17)
с

Переходя к системе (8), аналогично построим фундаментальное 
решение уравнения (9)

Г1 (г, ^о) = г; (г, г0) 1п р (г, г0) + у\(г, д0)

и многозначную функцию

(г> го) = х 4“ С1‘у) + (<211 х + Ау}

приращение которой при обходе будет равным 2т:, если принять 
Т1' (го> «о) = в

Тогда вместо (17) будем иметь

= i 5 г°<— и ^Г1 ^г’ г°) (*8)
С

Вводя комплексные функции
I (г, г0) = Г (г, д0) + 1Н1 (г, г0), Г {г, = Г1 (г, г0) + Ш(г, а0),

мы объединим (17) и (18) в одной формуле

= ^и(2)АгГ(г:, г0) + 1'и(г)АИ(2,г0), (19)
с

которая обобщает классическую формулу Коши.
Для самосопряженных систем можно принять Г — I, и формула (19) 

упростится:

/(г») = г0). (20)
с

Наконец, для системы Коши — Римана можно положить I — 
= 1п(г — г0), и мы получим классическую формулу Коши.

Поступило 
27 VI 1949
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