
Доклады Академии Наук СССР
1949. Том LXIX, № 4

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

X. М. МУШТАРИ

НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ РАВНОВЕСИЯ ПОГРАНИЧНОЙ ЗОНЫ 
УПРУГОЙ ОБОЛОЧКИ

(Представлено академиком А. И. Некрасовым 30IX1949)

Нелинейные уравнения равновесия (2.4) и (2.5) статьи (х) в случае 
смешанной деформации, состоящей из безмоментной деформации 
и краевого эффекта, можно заменить приближенными уравнениями

7пГа + ^=0, (1)

+ (ЬаХ + ^х) Т? + Р3 = 0, (2)

если пренебречь самое большее величинами порядка по сравне
нию с единицей. Здесь и далее все греческие индексы принимают 
значения 1 и 2, г — максимальное относительное удлинение, 2А — отно
шение толщины оболочки к наименьшему из других линейных раз
меров ее, У7“ и Р3— контравариантные составляющие внешней силы, 
аа& И — коэффициенты первой и второй квадратичных форм средин
ной поверхности. Изменения этих последних еяХ и и контрава
риантные составляющие безразмерного упругого усилия и момента 
Т^х и определяются, соответственно, по формулам статей (2, 1), 
а именно, пренебрегая величинами порядка А по сравнению с едини
цей, т. е. допуская погрешность, присущую приближенной теории 
оболочек, имеем

2г«р = 7^0 + 70% — 2Ьа^ + 7^70®, д^ = 7а70®, (3)
7^ = 2Л«0.х (4)

где да— составляющая безразмерного перемещения по внешней нормали 
к срединной поверхности, % — ковариантные составляющие переме
щения в плоскости, касательной к этой поверхности,

Л«0ПХ = {аа«₽ + (1 _ 0) Д ф

£12 — ^21 — ' ^11^22 Я)2.

Разложим деформацию на безмоментную и на краевой эффект. 
Обозначения соответствующих величин будем снабжать добавочным 
индексом б или к. Таким образом

* W = w6 + wK, va = + “О» еа3 = + е«3, ... (6)
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При этом
2<р ~ vX + V^a — 2^3 ^0 е> = ~Аа^' Ле‘м

(7)
V^ + ^O, ^ + q^)T^ + ^=O.

Пусть оболочка ограничена одним или двумя контурами х1 = const, 
не касающимися асимптотических линий срединной поверхности. 
Тогда, как известно,

w*—w*~e, hq^ ~ е,..., (8)

где запятая перед индексом обозначает частное дифференцирование, 
символ — показывает одинаковость порядка сравниваемых величин. 
Если A~KS> то так как по формулам (2), (3), (4)
и (8), пренебрегая h по сравнению с единицей, краевой эффект можно 
определять по линейной теории. Поэтому мы предполагаем, чтоЛ~е.

Ограничимся в дальнейшем рассмотрением обычного в теории 
краевого эффекта решения, основанного на пренебрежении величи
нами деформаций по сравнению с их первыми производными по л1. 
Таким образом,

+ = (9)

2s^ = Va^ + — 2^(3^ при 0 = 2,
V„^“ = 0, (10)

+ (11)

Если срединная поверхность отнесена к линиям кривизны, то по 
формулам (4), (5), (8)—(10)

е?. а11 ~ — аг?, а52, е"—гх’н'\ г»?—rwK 1 1 25 Д 125 II' 1 '

s22 ~ — ^22 ™к> 7^ ~ — 2А (а22)2 Ь22 ш“,

и разрешающее уравнение (И) приводится к виду

Dm* — а.. Г.д®“.. + 5^2 = 0 (12)

С°-ТГ^’ B = 2Ek- Т^^а^Е,

Это уравнение легко интегрируется, так как коэффициенты его 
с принятой точностью можно считать в пограничной зоне постоян
ными. При решении задачи по линейной теории выпадает средний 
член этого уравнения, который того же порядка, что и остальные 
его члены.

Пример. Рассмотрим цилиндрическую оболочку постоянной 
толщины 3, радиуса А* и длины 2/, шарнирно опертую своими кон
цевыми сечениями х = + 1 и находящуюся под действием равномерного 
внутреннего давления р. Физические составляющие упругого усилия 
и прогиб по безмоментной теории суть

Т\б = const = с, T^s — pR, т5 — {.р^— OKIE’S. (13)

Интегрируя уравнение (12) и удовлетворяя условиям

w — w6 + wK = 0, w,n щ — 0 при х — ±1,
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а также учитывая, что, если оболочка не очень коротка ,
взаимным влиянием закрепления концов можно пренебречь, находим

w = да5 + еа sin р (х — /) — cos р (х —I)

е-« (.v+z)^°L_J_ Sin р (Л /) + cos р (х + /) ] ।,

+ в = (—6-—Т — 8£8»! Л ’ Р (Я8Д £88, Л ’ 01 ГзТГ^2)'
(И)

Но
i i

С , С £8 Г Д Ди V 1 / dw V . <w 1 ,
\ 7i dx = 2lc = \ .-----j- . ) + -Д ->— ) + Б dx J J 1 — a2 L г dx J 1 2 \ dx ) ' R I
-I -I

и концы оболочки не могут сближаться. Поэтому с принятой 
точностью

E8gwa 1 __

w,u — •W6 (X~l) Sin Р(л' — /) — £-«(-*+0 sin Р (х + /)}. (15)

Удлинение от изгиба 
в точке

вблизи края х = 1 имеет наибольшее значение

, 1 * ₽х = I---- -г- arctg —. р & а (16)

Оно равно
I 8^изг ~~ ~2~ ®Я1

Удлинение срединной поверхности гм = — / R, полное максималь
ное удлинение гт = гизг + гм.

Приводим отношение этой величины к соответствующе^величине 
ец вычисленной по линейной теории, при <т = 0,3 для некоторых зна
чений X = 0,424 тб / 8:

X 0,25 0,50 1,0 2,0
ет;г1 0,91 0,825 0,735 0,6^

Отсюда мы видим, что применение линейной теории к определе
нию краевого эффекта в тонкой упругой оболочке может привести 
к весьма значительной погрешности.
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