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В настоящей работе рассматривается краевая задача:
ДДФ=а^, Д^^—аЭЛ 0<х<а, 0<г<с, a = const>0; 

■ dz oz

ф = -у=^ = О при х = 0, х = a, z — с; (1)

ф = О, = В = const, Дф = — А = const при г = 0.

К этой краевой задаче сводятся уравнения установившегося дви
жения вязкой несжимаемой жидкости в области 0< х < а, 
— оо<_у<оо, £(х,_уХг<с в поле силы тяжести под воздействием 
заданного постоянного тангенциального напряжения на свободной по
верхности г = £(х,.у) и силы Кориолиса в предположении: 1) малости 
движения, позволяющего в уравнениях Навье —Стокса пренебречь 
всеми квадратными членами и, считая свободную поверхность z = С (х,.у) 
мало отличающейся от плоскости z = 0, отнести все краевые условия 
с неизвестной поверхности z = С на плоскость 2 = 0, и 2) независимо
сти всех элементов движения от ординаты у. Кроме того, из сообра
жений малости в выражении компонентов силы Кориолиса отброшены 
все величины, содержащие горизонтальные составляющие угловой 
скорости вращения земли.

Эта задача (без учета сил Кориолиса) рассматривалась ранее Ara
kawa (х) и в трехмерном случае (0<_у<6) Л- С. Лейбензоном (2). 
Эти авторы искали решение в виде рядов Фурье. Такой метод поз
волял только удовлетворить условию равенства нулю нормальной 
слагающей скорости на границах х — 0, х = а, но не давал возмож
ности задать значения тангенциальной слагающей скорости на этих 
границах. Следовательно, в цитированных работах были найдены толь
ко частные интегралы линеаризированных уравнений Навье—Стокса, 
но не было дано однозначно определенное решение краевой задачи.

Мы развиваем здесь метод точного решения задачи (1). Он сво
дится к разложению решения в неортогональные ряды, коэффициенты 
которых определяются из вполне регулярной счетной системы линей
ных уравнений методом последовательных приближений.

Пусть ^(xjXjQ и G(x;z;X)— функции Грина уравнения Лапла
са в области 0<х<а, 0<2<с, отвечающие краевым условиям:

g = 0 при х = 0, х = a, z = с; gy = 0 при z = 0;

dGG = 0 при х = 0, х = a, z = 0; = 0 при z = с.
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Как известно,

£---- ^7 ZJ РлглЗІПЦтЛ8ІП pm^COSX„ZCOSkn^,
т, п^=0

(2')
СО

0= ^ас 2 Рл>л8ІП pmZSinpm? Sink,,г Sin Хл^, 
т, n—Q

где
п — ЧП. 7 _ 2л + 1 -1 2 , .2 10пха ' ------- с—Я’ ^тп ~ ^'т + ‘ '

При таком выборе g и G функции v и ф должны удовлетворять 
уравнениям 

л ас
v = B\s + 

о 0 0

(3)

Ф = - сдф 
о о 

Ищем Дф в виде 
ео со

Дф = — Д + 2 (ап sh \пх + bn ch \пх) sin \п z + 2 sh p„,zsin p-mX + 
n-O лг = 0

co
4 ~2 2 ^mn Pmn sin pm x sin knz. (4)

m, n—0

Коэффициенты a„,... , amn надлежит выбрать так, чтобы ф и в, 
определенные из (3), удовлетворяли условиям

ДДф-ag, (5)

ф = 0 при z = с\ = 0 при х = 0, х = а. (5')

Остальные условия задачи удовлетворяются при любых ап,..., атп 
в силу определения (3).

В предположении законности двухкратного почленного дифферен
цирования ряда (4) можно исключить v из системы (3), (4), (5). Это 
позволит выразить атп, а следовательно и ф через ап, Ьп, ст. Получим:

со .
Ф (х, z) == 2 Ртл "у-4 m л + 

т, л=0

апГі+ЬпГі 
а

| sin sin (6)

Здесь введены обозначения:

_ 2 2 , о2а 2 р* 1
Дтл — — 2п + ! ■ т YAtimn + 75 V ^тп Втп\ ’

(6’)
2 I2 „-3► _  1 __ а 3 п* п* _  _____ л ^тп____'тп — 1 ^4 ¥*тп ^тпу °тп — F ГгТС о о

л2
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a

Л = Sh Sin
О

a

/2 = ch ХЯС sin
о

(6") 
c

/3 = C Sh Sin ХПЧ
0» .

Внося (6) в краевые условия (5') и приравнивая к нулю коэффи
циенты при sin p-mX в первом из условий (5') и при sinX„z во втором, 
найдем после элементарных преобразований, что ап, Ьп и ст связаны 
соотношениями:

_ S3(n) (-1)" у 2 д Н1)т
"“5a(n)-S1(n) + с '”П5Ип)+(-Рт51(«)’

(П

0 S, (л) , (—1)1+” v 2 о 1
Р’“ S2(n)-S1(«) + с mnS3(n)-(-\)т Sy (п)’

v _ S* (w). ,___ cm_ у ? „ , , д 1 — (— 1)” ,
Ут ~S3 (т) + a2S3(m) “

Л =0

. ст у у (— Л"* .2 2 д д 1 +(-1)*+'П v _
* a*S3 (т) с НтпНкп {h ~

= Вт + 2 2 Kmnk^k. (72)
л=0 й=0

Здесь введены обозначения:

а„ = ап sh \па 4- bn ch \па, ^n = bnch\na, ут = ст ch у.тс, (81)

•^1 (л) — 2 ^тп ^тп (— I)"1, *^2 (Л) = 2 ^тп V-mn,
m=Q m—0

■^3^= ^Втп^тп, в^(т)= — Civ (—l)nAmny.mn, (82) 
л=0 л=0

е / X V (— l)m+1 т л
^5 Z I Amn [Imn*

т=0

Таким образом задача сведена к решению счетной системы 
линейных уравнений (72). Перейдем от нее к системе

ОО ОО
Хт = йГ(5+7) +22 ^nk (9)

положив
Y/n = Хт In (т + р). (9')

Нетрудно показать, что система (9) при подходящим образом вы
бранном р (например, р = 3) вполне регулярна, т. е. что свободные 

823



ее члены равномерно ограничены и коэффициенты удовлетворяют 
неравенству

In (fe + />) (Ю)

Но отсюда следует, как известно, существование и единственность 
решения системы (9), причем оно может быть построено методом по
следовательных приближений при произвольном выборе нулевых при
ближений.

Вместе с тем доказывается существование и единственность реше
ния системы (72), причем устанавливается порядок роста Ym не боль
ший, чем In (m-f-p). Пользуясь этим, найдем, что ряды (71), опреде
ляющие ап и ₽я, равномерно сходятся. Более того, легко видеть 
теперь, что ряд (4) можно дважды дифференцировать почленно, а 
это оправдывает все операции почленных дифференцирований, кото
рые п| ивели к системе (72).

В заключение заметим, что без всякого изменения метода можно 
отказаться от постоянства величин А и В, но потребовать их доста
точной гладкости. Поступило 

1 VIII 1949
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