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§1 .Определение поверхности ваффинном простран­
стве. В работе (*) мы вывели уравнение аффинно-базисных линий 
поверхности в асимптотических параметрах в виде

„ . Л2Н ,3 , д , Л , д . Л2 А „

Возникает вопрос, при каких условиях уравнение вида

у" -ф ау'3 -ф -ф су' -ф д = 0, (*)

где и, у— асимптотические параметры поверхности, изображает 
аффинно-базисные линии поверхности, или, что то же, прямые беско­
нечно удаленной плоскости. Для этого необходимо, чтобы коэффи­
циенты а, Ь, с, д удовлетворяли системе (**) трех дифференциальных 
уравнений:

, Р21пд пЬи -ф Су -ф 5—а— ” О,1 ' ди ду ’

2сао — Ьаи — Здуу -ф Зади -ф бдаа -ф 2с с у — сЬа — ЗдЬу — ЗЬду — О,
о,. _ ъа„ о„ до., о„ н ,

2Ьцу — Суу -ф 3 дм — —-------Зпии -]—&----- 1~ 3 —даду — 2ЬЬи -ф (**)

-ф Ьсу — баду — Здйу -ф Заси + Зсаы — 2 Суди + Ьиди — 3 = 0.

Обратно, если коэффициенты а, Ь, с, д удовлетворяют системе урав­
нений (**), то по ним определяется поверхность с точностью до 
эквиаффинного преобразования ее в пространстве. Коэффициенты 
Р, А, О основных квадратичной и кубичной форм поверхности нахо­
дятся при этом в квадратурах по формулам:

1п Р — с -ф -Я- 1п д, -^-1пР = — Ь — 2-Д1пд, А = Рд, 
ди 1 ди ди ду ’

Р = — Р {2Су —

Отсюда следует, что аффинно-базисные линии поверхности могут 
служить исходным пунктом для построения аффинной ее теории.

§2. О точечном соответствии между двумя поверх­
ностями с сохранением аффинно-базисных линий. Рас­
смотрим вопрос, при каком условии две поверхности могут находиться
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во взаимно-однозначно точечном соответствии с сохранением аффинно­
базисных линий. Будем пользоваться методОхМ внешних форм Кар- 
тана (2). „Уравнение аффинно-базисных линии на первой поверхности можно 
представить в виде

и (м1^«2 — «М«1-) + и* (ы1)3 + (4иа — 30 (ы1)2 «2 4-
+ 2(«& —З?)«1^2)2 —Зт;(«2)3 = 0, (1)

где и1, со2 — формы Пфаффа, определяющие семейства асимптотиче­
ских линий поверхности; величины а, Ь, £, т;, £, и —аффинные инва­
рианты поверхности. Величины, относящиеся ко второй поверхности, 
будем обозначать аналогично тому, как и для первой, снабжая их 
чертой вверху. По смыслу соответствия

ы^Д«1^-^«2, й2 = Сео1+ ^«2. (2)

Внешнее дифференцирование уравнений (2) дает:

(ЛА + (ЬА - аВ) «2; СО1] + [УД+ Ь (АО — ВС) со1; со2] = О,

[с/С + (ЬС — аО) со2; со1] + [ЛО — а (АО — ВС) со1; со2] = О, 

откуда

с/Д = Х«1 + (р + аВ—М)«2, б/В = {р+й (ВС—Д£))} и1 + V«2;
ЛС = Х^1 + {Рг + (аО — ЬС)} со2, ЛО = {рг + а (АО — ВС)}

Используя выражения (3), из условия соответствия двух поверхностей 
получим 4 конечных соотношения для искомых величин:

[й (АО — ВС)]: и = [йА (^ + 4аАС + 2ЙС2 + ЙД2) —

— С (йк + З^Д2 + бГАС + ЗйС2)] : и2 =

= [ЙД (2рх + аО + 5ЙДО + 5ЬСО + ЗЙДВ) + аВ (\ + 7а АС + ЬС2) —

— ЙС (2р + аВ) - ^АВС — 6^ВС2~ 9^С2О - ЙХО — З^Д2О - (4)

— 12 ^АСО] : (4аа — 3£) = [ЙД (ух + 9аВО + ЗЙО2 + ЗаВ2) +

4- иВ^ — ЬС) — ш>С — 3(4— иа)В2С- 3(45 — иЬ)ВСО — 9^СО2 — 

— иО (2р — ЬА) — З^АВО — 61ДО2] : 2 И — 3?) =

= [иВ (V! + 4аВО + ^ЬО2 + ЙВ2) — и^О — ^В2О — 6ЙВО2 — З^О3] : Зт;.

Дифференцируя внешним образом уравнения (3) и используя урав­
нения аффинной теории поверхностей, получим 12 внешних уравне­
ний второго измерения.

Разрешая конечные соотношения (4) относительно рх, V, 
подставим их выражения во внешние уравнения системы. Применяя 
к этой системе признак совместности (3), установим, что система 
в инволюци'и и общее решение ее зависит от 12 произвольных функ­
ций одного аргумента. Тем самым получает полную определенность 
высказанное нами ранее (г) предположение, что аффинно-базисные 
линии интерпретируют на поверхности проективные свойства плоскости. 
Указанное свойство имеет место только в применении к классу по- 
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верхностей, зависящему от 12 произвольных функций одного аргу­
мента.

§ 3. Аффинно-базисные линии второго порядка на 
поверхности. Аффинно-базисной линией второго порядка назовем 
линию на поверхности, в точках которой асимптотические касатель­
ные одного семейства пересекают бесконечно удаленную плоскость 
по линиям второго порядка. Для вывода уравнения этих линий возь­
мем уравнение поверхности в виде г—/(х, у), где х, у, г— декар­
товы прямоугольные координаты точки.

Асимптотические касательные одного семейства вдоль рассматри­
ваемой линии, если их перенести параллельно в одну точку, обра­
зуют конус второго порядка. Уравнение этого конуса с вершиной 
в начале координат выразится

сгх2 + с2у2 + с3г2 + 2с4ху + 2с5_у? + 2с62'Х = 0.

Направления асимптотических линий определятся на поверхности 
через

8у _ — $ + К«2 — г/
8х /

Уравнение аффинно-базисных линий второго порядка на поверх­
ности в конечной форме выразится так:

(~ ~ П)2 + с3[р1 + д (— « ± /я2 — г?)]2 +

4- (— 5 ± — М) -ф 2с5 (— 5 ± К— г^) [р + Р (—Кз2 — г0] +

+ 2сД/7 + (—$ ± ]Л2 — г/Д =0.

Дифференцируя это соотношение последовательно 5 раз по х и 
исключая произвольные постоянные получим обыкновенное диф­
ференциальное уравнение 5-го порядка, изображающее аффинно-ба­
зисные линии 2-го порядка. Чтобы вывести инвариантное уравнение 
аффиннр-базисных -линий 2-го порядка, применим операцию псевдо­
скалярного умножения двух векторов. Для конуса 2-го порядка 
с вершиной в начале координат, образованного асимптотическими 
касательными, имеем

г и * г и — 0.

Дифференцируя это соотношение вдоль аффинно-базисной линии 
2-го порядка последовательно 5 раз и исключая псевдоскалярные 
произведения га*ги, ги* г„, ги*у, Гъ*гУ, получим
инвариантное уравнение аффинно-базисных линий 2-го порядка в виде

2
2

й!Ф I 1 ф 1п “
Ли ' 3 I Ли + Згг2 —|- V

/1

/ , р1н Л-Д / о„ \+ 0«-Г-4 +«И -“--гн =о, \, А А ) \ Г /

где для сокращения обозначено:

„ , ,3Р-Н , ,, д . Р . , д , Р2 , Аы — V + -о'3 —1—р V 2 1п -тг 4- V’ д— 1п —,1 А 1 ОУ А2 1 ди А 1 Р ’
„ 1 АЛЫ и , о ,,Р2Н . , д . Р , п д . Р2\= -5- ( -----Н Зг»2 —г- + V Ь ыг + 2 д- 1п -Г-)3 Ли 1 А 1 дх> Аь ' ди Ау

501



au
,, F4I . d . F*V “ --К 3— In —Г-A 1 du A

-f- <a
F2H
A + ®'2 ~+v'

символ’ + v' означает дифференцирование вдоль кривой
семейства.

§ 4. Поверхности с одним семейством асимптотиче­
ских, состоящим из аффинно-базисных линий 2-го по­
рядка. В качестве приложения уравнения найденных линий опреде­
лим поверхности, на которых семейство асимптотических состоит из 
аффинно-базисных линий 2-го порядка. Здесь возникает два класса 
поверхностей.

1. Класс поверхностей, на которых асимптотические v = const 
проектируются своими касательными на бесконечно удаленную пло­
скость в виде линий 2-го порядка. Этот класс характеризуется систе­
мой уравнений

1 Г Dиа Аа । ^ии ( 5
2 L~F ~F~ 1 У ~А~ ' ¥ \Aj ~ F J Х

d , J л*/, Г Duu Fu Аи । Аии । 5 /Ав\а Av я 
du Ш I”? F А — ‘3 Т + V <4/ TJ

4„ (F,. 1 4,Д__L ( JL__ 1 ? 1 — AHF \F 3 A ) ~ Л

и определяется с произволом в 6 функций одного аргумента.
2. Класс поверхностей, на которых асимптотические линии одного 

семейства проектируются асимптотическими касательными другого 
семейства на бесконечно удаленную плоскость в виде линии 2-го по­
рядка. Для определения его имеем систему

'■■ + а(1г-7)“6т=0-

— AD“ 1
“ ~ F3 F

DAV i
F3 F

где л = —з\7?7— тх 7^ + $ "рй3' Произвол решения 7 функций
одного аргумента. Указанный класс является обобщением аффинно­
минимальных поверхностей и содержит их как частный случай.

Томский государственный университет 
им. В. В. Куйбышева
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3 X 1949
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