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ОБОБЩЕНИЕ КРИТЕРИЯ А. Н. КОЛМОГОРОВА ДЛЯ ОЦЕНКИ 
ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ЭМПИРИЧЕСКИМ ДАННЫМ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 7 X 1949)

Пусть xlt х2, ..., хп — совокупность независимых величин с общим 
непрерывным законом распределения Р^х). Пусть, далее, x*v х2,..., х'п 
представляет ту же последовательность, но в порядке их величин.

Будем называть эмпирической функцией распределения ступен
чатую функцию sn(x):

!
0 для 
k/n для л*<х<х’+1, 
I 1 для л>х’.

Обозначим
Dn = sup | Sn (x) — F(x)\,

—CO<A<CO

= sup {Sn^ — F^x)}.
~oo<x<oo

Согласно известной теореме, доказанной А. Н. Колмогоровым (х)» 
при каждой Х>0 и произвольной непрерывной функции распреде
ления F (х)

^Ф(х) = 1-2У (-1)-^-^'. (1)
v=l

Один из результатов Н. В. Смирнова (2) заключается в установле
нии асимптотической формулы для распределения JD+:

Мы обобщаем критерии соответствия А. Н. Колмогорова и 
Н. В. Смирнова, рассматривая максимум уклонения для определенного 
участка (0<6х<02< 1) роста функции F(x).

Определим две случайные величины:

D+ (01, 02) = sup {5„ (х) —Р(л)}, 
o,<Fw<e,

sup | S„ (x) — F (x) |.
<e,

495



Полученные нами результаты могут быть сформулированы в виде 
следующих двух теорем:

Теорема 1. Пусть Р (х) — непрерывная функция распределения 
каждой из независимых величин х, (х=1, 2,.. . . , п), = ^ =

“ еГ’ = ? = 0-+ “(;/=■)’ °<в><е1<1-
Тогда

р{ Di (0<«>, е<«>) < Щ. ф (в1, ч,
где

1 ееф+ (0n 02; X) = J е- Ч‘ оdzx dz. -

e~w 
2лКП=^

а' Ь'

\ \ dzxdz2,

& __ X _  ____ X____ „г _ X — 2X0t ,, _ X 2Х (1 02),
*/0H1-6J’ Ko2(i-o2j’ Koji-о?)’ KojT^oJ

R—x /"01 (1 — 08) 
| 02(1- 01)’

е (*х> га) = 1^5 [г? + 2 Rzx z2 + ^], 0(zlf z2) = [z] - 2 RZ1 z2 + .

Функция Ф+(91? 02; X) может быть представлена также в сле
дующем виде:

Ф+ (01; 02; X) = 2 (Ь^ — е-^
п=0 п^О

Здесь Ф^^х) есть производная] п-го порядка от нормального ин
теграла

X
Ф (х) = -Д= е-^2 дг.

К2тг А

При наиболее интересном частном случае, когда 0г = 1—04 = 0, 
будем иметь

Ф+(0;Х)=---- --------
2^ К1 — R*

g-2ka
2л К1^-

e-ViQ (Z„ г,) dZ1 dZii —

где
X г _ X —2X0

Ко (1 - 0) ’ с “ Ке(1—0)'

Отсюда при 0 = 0 мы получаем (2). 
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Теорема 2. При условиях теоремы 1

—►Ф(01,62;Х),
Л->со 

причем 
а b

Ф (0n 02; X) = — -1 Г V e-'W dzx dz. - 
2 2лК1 — R2 J J 13—а —Ь

-----——/-—— \ е-1’’9 <г»dzx dz.,, 
2л Kl — Я» J J 1 2

где
X — 2*Х0, „ X —2&Х(1 —0а)

ОС ъ —   - . м ь — , ,*4(1-4) н Ко2(1—еа)

В другом виде функция Ф(0ц 02;Х) может быть представлена 
следующим образом1.

ф (Ох, е2; х) = 2 4F ф<п)(^ ф(я)- 
л=0

( Р\п-22 (-i)*-^-2^ 2 Цг-ф(л)ыф(л)(₽д 
k—i Л=0

В частности, когда 6Х — 0, 02 = 1, получаем (1), т. е. случай, рас
смотренный впервые А. И. Колмогоровым.

В случае 0Х = 1 — 62 = 6 имеем более компактное и симметричное 
выражение для предельной функции.

Предлагаемый метод даст возможность теоретически решить во
прос о пригодности теоретического закона в тех границах, где 
материал, которым мы располагаем, более надежен для проводимого 
сравнения.

Доказательства теорем 1 и 2 основываются на теоремах непрерыв
ности для производящих функций и трансформаций Лапласа.
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