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ПРИЛОЖЕНИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ Г. М. ГОЛУЗИНА 
ОБ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЯХ

(Представлено академиком В. И. Смирновым ЮХ 1949)

В настоящем сообщении рассмотрим класс 5 функций

/(г) — г + а2г2 + a3z3 + • • •, (I)

регулярных и однолистных в |г |< 1. Обозначим через Sk, k — 1,2,..., 
класс функций

f k (z) — z + dk+iZk+ + а2н-1г + ■ ■ ■ > (2)

^-симметричных, однолистных и регулярных в | z | < 1.
Основой наших исследований послужит одна теорема Г. М. Голу- 

зина (*) о классе S функций

F(Q = C + a0 + ^-+ •••, (3)

регулярных и однолистных в | £ | > 1, за исключением полюса £ = оо.
В первой части сообщения, следуя методу Голузина, установим 

неравенства

1 —г2 — 1 fn
(1+г*)4/*^ (1_г2) (!_,*)</* ’ U

где 0<r< 1, | zx | < г, | z2 | < г, z^z*
Левая часть неравенств (I) точна при £ = I и # —2.
Во второй части сообщения, следуя методу Сеге (2), установим 

одну, до сих пор не доказанную, теорему о начальных конечных 
суммах нечетных однолистных функций.

Докажем следующую теорему:
Теорема. Пусть функция

f2 (z) = z + а&? Ч----- (4)

принадлежит классу S2.
Тогда все ее конечные суммы

вп (z) = z + а3г + • • • + O2«+i z + , n = 1, 2,..., (5)

однолистны в круге i z I < 1 / ]/3. Константа 1 /]/3 точная.
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Г. М. Корицкий (3) и С. Такахаши (4) установили эту теорему для 
того случая, когда область, являющаяся образом круга | г | <1, при 
отображении т=/2(г), | г | <1, звездна относительно № = 0.

К. Джо (5) дал доказательство общего случая, которое оказалось 
ошибочным (см. (®)). Однако его доказательство для случаев п — 1 и 
п = 2, т. е . для оз2) (г) и (г), верно. Тот же автор (7) доказал позже 
теорему для частного случая, когда все коэффициенты в (4) 
вещественны. В более поздней работе (8) он достиг новых результа­
тов для общего случая, но не доказал теоремы полностью. Мы уста­
новим теорему полностью, доказав ее для всякого д^>3.

§ 1. В работе (*) Г. М. Голузин установил теорему:
При любых ^2,..., С« (п>1) из области |С| >1 для 

в |£/>1 имеем

п п V, (6)

где в среднем произведении при V = V' под множителем следует 
понимать Р' (С).

Оценки (6) — точные при = ^е2™1" (у = 1, 2,..., л; | £ |> 1). Ниж­
няя оценка всегда точная при п = 2.

Если Р^^^ и 1 1, то, как отмечает Голузин, функция

••• (7)

тоже принадлежит классу Д, так что из (6) при п — 1 получаем 
в К1>1

Ц-. (8)
1

I __  г"г

Следуя Голузину, положив С = у—Н, 03 (8) получаем
42 41

(1 — I I2) (1 — | С, !8) 
|1- Ш2

11 — 12
(1 -1 !2)(1-|^|2)

(9)

Кроме того, из (6) при п = 2 получаем

<9?



Из (9) и (10) находим

(П)

Пусть /(?)€£. Тогда + (£) — будет принадлежать Е. Если 
О<| гх | < 1, 0< |г21 < 1, то, полагая = 1 / гх, Са = 1 /г2, из (11) по­
лучаем

I I /Г - I + |2) (1 -1 г212) < | I <
1 /(глл^) I________ 1_________ , 12)
I I К(1 — 1“) (1 — I ^2|)» ■

Если / (г) = /й(г)€5й, то, согласно теореме искажения, при |г| — г 
имеем

1
(1 +

1
(1-+)'^’ (13)

Из (12) и (13) при 1?^==^, |г2| = г2 следует

У0 — 'ОО — гг) 1Л(21)-Л(22) I 
(1 + (1 + ^)2/^ I т

...__________________ 1__________________

откуда при г^-гг и г^г2 получаем (I).
§ 2. Пусть/2 (г)€52. При г=1/]/3 из (I) находим

Л (^1) — /г (г2)
21 —г2

(14)

(15)2
8

где |гхК 1//3, |г2|<1//3, гх+=г2. Следовательно (*), конечная 
сумма с« ’ (г) есть однолистная функция в | г | < 1 / Уз, если

со ^+1
21 — 2

а2*+1 —------
... _3_

8 • (16)
м=л+1

Последнее неравенство будет выполнено, если

2 1<>й+,|(2у+1)г<4-, 
\=л+1

(17)

где г~\/Уз. Как показал Левин (9), для всякого V имеем а^\ < 3,4 
и, кроме того, |а9|< 1,4, |аи|<21,7, так что (17) будет выполнено 
при п>3, если

9-1,4г8 + И-1,7г10+3,4 (2*+ 1)'’2'’<4"’ (18)
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т. е. если
9-1,4г8+ 11^,7^° + 3,4r12 (19)

или
9-1,4 И -1,7 3,4-7 3

з* + 35 + 35 < 8 •

Так как последнее неравенство 
полностью.

очевидно, то теорема доказана
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