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МАТЕМАТИКА

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 18 VIII 1949)

Рассмотэим гильбертово пространство Н функций f (т), опреде­
ленных на некотором множестве Ж, со скалярным произведением (f,g)- 
Мы будем называть Н ^-пространством, если существует такая 
функция ф(?), что для любых fez И, гаЖ выполняется неравен­
ство:

ІЖКФШЛ • (О
В дальнейшем ^(z) будет обозначать supr |/(z)|.

и / в = 1
Условие (1) эквивалентно утверждению, что при z фиксированном 

f (z) есть линейный функционал в Н, откуда следует, по теореме 
Ф. Рисса, что для каждого z существует в И такой элемент gz, что

(2)

Из (2) и определения ф(г) следует

Ф (z) = II gz II =/(gz, gz) = gz (г). (3)

Обозначим gz(v) через £(ц, г). Функцию g(v, z) будем называть 
^■-функцией пространства И.

Теорема 1. g(v,z) эр матово-позитивное ядро на Ж:

g[z, v) — g(v, г); 2 (4)
i , k = 1

Действительно, g(z, v) = gv (z) = (gv, gz), откуда 
n / n n \

2 g л =( 2 2 gvi > °-
i, k = 1 \ i = 1 i - 1 /

Если И сепарабельно и Uy^z), u2(z), . . . — некоторая полная орто- 
нормированная система функций из Н, то справедлива билинейная 
формула

g(.z,v)= 2 uk(z)uk(v). (5>
А = 1
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Доказательство получим, разлагая gv в ряд по «д

л = і

Так как а* = (gv, uk) = (uk, gv) = «*(г»), то, заменяя в (6) gv через 
g (z, v), получим (5).

Лемма 1. Назовем замкнутой, ^-областью совокупность точек 
za.W, удовлетворяющих неравенству ф(г)<С, где С —некоторая 
константа.

Тогда, если последовательность fn(z) С.Н стремится к j (г) С п 
в метрике Н, то fn стремится к / равномерно в каждой замкну­
той ^-области.

Доказательство следует из (1).
Формула (2) показывает, что каждой точке исЖ можно един­

ственным образом поставить в соответствие элемент gv простран­
ства Н. Пользуясь этим отображением, множество Ж можно рассма­
тривать как совокупность ЭЛ cz Н элементов gv, f с ЭЛ.

Лемма 2. Линейная оболочка ЭЛ плотна вН.
Последовательность точек а^, аг, . • • будем называть нормальной 

последовательностью единственности, если gai (z = 1, 2, . . . , п) ли­
нейно независимы при любом п и из / (ф) =0, i— 1, 2, . . . , следует

Второе требование эквивалентно плотности линейной оболочки по­
следовательности ga^

Пусть а^, а2, . . . есть нормальная последовательность единствен­
ности. Ортогонализуем последовательность ga,, ga,, • • • и пусть 

е2, • • • — полученная ортонормированная система.
Любой элемент / с Н представим в виде

(7)
і = і

Известные формулы для е, дают: 
g(alt ах)...........g(<H, at) 
................................................ . 
g(ai-i, ах) . .. g(ai-i, at) 

g(z, aj . . . g(z, ai)
(8) 

g(ax, Oi) . . . g(at, a^
....................................... І

g(alt а{-1).. . g(ai, at^)

.... f (ai)

где До = 1, Ak — A (alt . . . , ak) = \ g (at, ak) (k — 1, 2, . . .).
Формулы (7), (8) дают возможность построения f с Н по ее зна­

чениям в нормальной последовательности единственности.
Следующая теорема очевидна.
Теорема 2. Если alt а2, . . • есть нормальная последователь­

ность единственности и р2, . . . —заданная последовательность 
чисел, то для того, чтобы существовал fczH с f(at) — ^i, необ­
ходимо и достаточно, чтобы
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. g^a^

g^, at-i) . . . g(ah ф-j) 
₽i.......₽/

(9)

По лемме 2, линейная оболочка множества ЭЛ плотна в Н. Поэто­
му линейная оболочка ga„ ga,, . • . тогда и только тогда плотна в Н, 
если для любой точки у с ЭЛ

п

Используя детерминантные формулы для минимума, получим:
Теорема 3. Для того чтобы последовательность аъ а2, . .. 

была нормальной последовательностью единственности, необхо­
димо и достаточно, чтобы Д(ах, . . . , а„)=£0 при любом п и 

А (у, ах-------а ) 
lim —У7-------—г— = 0 при любом у.

П -> ОО Л \а1’ • • • > ап>
Мы будем говорить, что Н обладает A-свойством, если из того, 

что /=^=0, /(а) = 0 следует существование в Н такой функции f^z), 
что и /і(г) обращается в нуль во всех остальных точках,
в которых f (z) обращается в нуль. В этом случае условие теоремы 
достаточно проверить только для любой одной точки у, отличной 
от aJt а2, . . .

Рассмотрим следующую экстремальную задачу.
Найти min (/,/) при условии f (af) = i = 1, 2, . . . , п. 

f сн
Переписывая условие в виде (/, g^) = 3/, получим для минимизи­

рующей функции f выражение

/ = 2 g {z, ak), где ^xk g (at, ak)=^i (/ = 1, . . . , n).
A=1

' Пусть задано некоторое множество ЭЛ и эрмитово-ненегативное 
ядро К(х,у) на нем. Рассмотрим совокупность Н* функций/.(л) вида

п
Х(х) =^К(х, ys)\s.

1
п

Определим скалярное произведение элементов Х = 2
5=1

т
И р. = К (х, Vt) [kf, положив

/=1 

т п

(х, и) = 2 2 
t=\ S=1

Теорема 4. Совокупность функций из Н'к, при вышеуказанном 
определении скалярного произведения, образует неполное гильбер­
тово пространство. Замыкание Hr пространства Н'к есть g-про­
странство, g-функция которого равна К(х,у).

Предыдущие рассмотрения естественно приводят к следующему 
общему способу конструкции ^-пространств.
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Пусть Я—некоторое гильбертово пространство и Ж — подмноже­
ство его элементов, линейная оболочка которого плотна в И. Тогда Н 
однозначно отображается на пространство функций на ЭД, полагая 
у _»/(,«) = (/, tn), fcH,m пробегает ЭД. Полагая (/(/«), g(w))i = 
— получим, что Ях есть ^-пространство, изоморфное Я,
с ^-функцией g^m., п) = (т, п).

Отметим еще следующий факт, показывающий связь ^--пространств 
с функциями Грина. Пусть Я есть некоторое гильбертово простран­
ство функций f(s) на множестве 5 и D — самосопряженный оператор 
в Я с inf (Df, /)>0. В таком случае, как известно, D имеет об­
ратный hв" Я. Введем в области определения D новое скалярное про­
изведение, положив (/, g\ = (Df, g), и пусть построенное в новой 
метрике гильбертово пространство есть ^-пространство, a g(s,f) — его 
^■-функция. В таком случае справедлива формула
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