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1. Гладкое частное решение линейного дифференциального урав­
нения второго порядка:

х" =
отличное от х = 0 на интервале

a<Zt<Z.b, (2)
где p(t) и q(t) непрерывны, может иметь только изолированные кор­
ни и при прохождении через каждый из них меняет знак.

Проблема колебаний, поставленная Штурмом в 1&33 г. ( ), состоит 
в разбиении на части функционального пространства

R = {p,q} (3)

всех дифференциальных уравнений (1) с непрерывными на (2) коэффи­
циентами по числу корней частного решения (1) с фиксированными 
при t = t0 (a<t0<b) начальными условиями на интервале (2).

Предложенный Штурмом метод сравнения, на различных модифи­
кациях которого и до настоящего времени основывается получение 
отдельных результатов, связанных с проблемой, не дает даже прин­
ципиальной возможности полного ее решения.

В этой статье я получаю полное решение проблемы колебании, 
основанное на изучении функций, определяемых введенным мною 
в статье (2) характеристическим оператором.

У[0; ^)] = (9 - )’ + 62 + q - 4 (4)

при любых допустимых 9, непрерывных на интервале (2) (4) и допу­
скающих на нем непрерывную производную для 9 у.

2. Если точкам {р^, qj и (р2, q2\ соответствуют характеристические 
операторы

= J[9; (а, ?1)Ь Л = Ж (А> <5>
определенные для одних и тех же допустимых 9, для множества

2 „2
Ра. „ Рх

Цл — 4 — *71 4 

= А + а (Дг — а);
(6)

7 Р\( р\
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характеристический оператор имеет вид:
Л = /[0; (ра, 9«)] = Л + а [Л - JJ. (7)

Представляя общее решение дифференциального уравнения
+ = 0 (8)

в виде 
t 

Cjexp[ — (

х —  --------- V/—<а-----------COS I ( <0 4/5 + С3 1 , ($)
ИЧ [J 3J’

для получения множества частот имеем::
1^ + 2е) -^^У + ^Л-е2. (Ю)

Квазидифференциальное уравнение (10) можно заменить системой: 
z"=y(z'-20)4 —2^ + 2Л-2б®, = (г'- 26) <оа (11)

с непрерывными правыми частями, из которой вариация 8wa полу­
чается (3) формальным варьированием системы (11), т. е. дифферен­
цированием ее по параметру а и интегрированием полученной системы 
уравнений в вариациях:

/ 8г' \' 2 (Л — Л) da
( —- ! -|- 4wa 8z —------------- , Зыа = ыа8г< (12)
\ “а / “а

Интегрируя систему (12) в предположении независимости от а на­
чальных условий частоты ыа при t —10:

найдем

8wa = 0,

t
8«a =

t,

t
sin 2 <oa d^ ds.

s

(13)

(14)

Интегрирование (14) no t в пределах от 70 до t и по а от 0 до 1 
приводит к закону фаз: 

t t 1 t t
C a^d? — Mod^ = da C —sin2 Uad^ds, (15)
J J J J 0C J

/о /0 0 A 5

частный случай которого для 6 = 0 был получен мною в 1937 г. (4)
Если для уравнений (1) с характеристическими операторами (5) 

последние на всем интервале f0^t<ib (a<^<4) удовлетворяют 
условиям:

Л— А(У>Ай), (а<Л.<Л))> (16)
то на замыкании интервала абсолютная величина
фазы с одними и теми же начальными условиями при t — больше 
для того уравнения, характеристический оператор которого больше.

3. Рассмотрим в качестве многообразия сравнения У=нО (при любом, 
допустимом для J2 = J, 6). Тогда, вводя обозначения

К = ехр |^2 бег?] 
А

G = J-K, (17)
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для соо получим
(18)

где Д=£0 и В — постоянные, определяемые из начальных условий «0.
Из формулы (15) можно сделать следующие выводы:
1°. Для того чтобы уравнение (1) на интервале (2) не имело полу­

волны, необходимо и достаточно существование допустимого 6, при 
котором характеристический оператор (5) дает функцию, неположи­
тельную на всем интервале (2).

2°. Для того чтобы уравнению (1) соответствовали интервалы, на 
которых существуют полуволны (соответственно правая и левая), 
необходимо и достаточно наличие среди допустимых 9, удовлетворя­
ющих условиям

= (с = а и с = Ь), (19)
^0

такого, чтобы характеристический оператор (4) определял функцию 
неотрицательную на интервале (2).

3°. Для того чтобы абсолютная величина фазы с данными при 
t = t0 начальными условиями вправо (влево) от t = tQ была заключена 
между пределами т и /И:

t
М,т (20)

необходимо и достаточно наличие среди допустимых 6, удовлетво­
ряющих (19), соответственно при с = Ь или с — а, обеспечивающих
неравенство:

- О <л0;- 0“о- (21)

где «о определяется по формуле (18).
4°. Для того чтобы вправо (влево) от t = t0 решения уравнения (1) 

на интервале (2) совершали счетное множество колебании, необхо­
димо и достаточно существование допустимой функции 9, при кото- 

условия 2° (при с — b или при с — о), дополненныерой выполняются 
условием:

= 00 > с = Ь (с = а). (22)

4. Теорема 4° 
0 = —со' /2со из

доказывается по следующей схеме. Так как при

с — b (с = а) (23)

вытекают условия 4° для соответствующего интервала, эти условия 
необходимы. Для доказательства достаточности условий 4 предпо­
ложим, что при их выполнении интеграл в левой части (23) сходя­
щийся. , ,

Из этого предположения и (15) вытекает существование t — 
при котором для всех а и всех t: (а<^<^і)

(24)
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t
^xd^ds>0, (25)

Записав (15) для t0 = и заменив, соответственно с этим, А и В 
в выражении соо, из

8 V — sin2
J ша

Л *
справедливого для (24), убеждаемся, что замена в формуле (15) 

= «а на ы0 дает:
( ш0^>(б-[д + В ^K^d^ds, c = b {с = а). (26)

Л А <1 А
В силу (22) и (19) интеграл, стоящий в правой части (26), расхо­

дится. Полученное противоречие доказывает теорему.
5. Чтобы показать, насколько эффективны полученные результаты, 

заметим, что при каждом допустимом 0, приводящем к выполнению 
одного из условий 1°, 2°, 3° или 4°, получается соответствующее до­
статочное условие. Так, при b = со и существовании инварианта для 
счетного множества колебаний при 6 = 0 получаем обобщение клас­
сического условия 7^-е>0; при 0 = —1/27 получается обобщение

t
условия Кнезера. Полагая ° = гдеф —про-

извольная, непрерывная и неотрицательная на интервале (2) функция, 
из 4° найдем:

\^ + ^)Kdl
t.

= со, с = b (с = а). (27)

Одновременная расходимость интегралов (27), как условие счетного 
множества колебаний решений (1), дает ряд новых эффективных ре­
зультатов. Однако, подобно тому как в обычных геометрических 
местах никогда не ставится задача: „выписать координаты всех точек, 
им принадлежащих1*, так и для многообразий функционального про­
странства (3), которые определяются 1°, 2°, 3° или 4°, задача коле­
баний решается выяснением принадлежности или непринадлежности 
конкретной точки, определяющей уравнение (1), к одному из этих 
многообразий.

В противоположность методу фаз, классический метод сравнения, 
исходя из сравнения уравнений с одинаковым характером колебаний, 
вынужден ограничиваться набором достаточных условий, который 
никогда не сможет исчерпать всех возможностей.

Сравнение расстояний между корнями (полуволн), практикуемое 
в этом методе, вместо сравнения фаз еще усложняет задачу сравне­
ния, ибо, если даже сравнивать заданное уравнение (1) с уравнением 
{Ку'У +у/К = 0 при любом 0, фаза которого вычисляется непосред­
ственно' для применения классической теоремы Штурма, выраженной 
в терминах полуволн, пришлось бы дополнительно решить относи- 

t+K (t)
тельно h^t) уравнение \ /С1 dZ = ^, которое, чаще всего, оказы- 

t
вается трансцендентным.
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