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Как известно С1), нахождение всевозможных типов ^компонент
ных геометрических дифференциальных объектов в пространстве Хп 
сводится к нахождению всевозможных непрерывных транзитивных 
представлений (как собственных, так и несобственных) на точечных 
множествах арифметического //-пространства дифференциальной груп
пы определяемой как группа преобразований юп переменных 
^)Я (5= 1, .... -Л)

1

Щ+..+4=*)

* ПРИ 5 = 1 совпадают с дельтами Кронекера, а при 5 > 1 равны нулю.

n 4-^ 
пЭта группа зависит от п параметров А“х...ал =

= А^...«.^^ = 1, . . . , v), удовлетворяющих условию Д = Det [ AaJ^O.
Символ 2 обозначает суммирование по всевозможным упоря-

01+...+^=^)

доченным системам индексов, удовлетворяющих условию 4 + --- 
...4-4 = 5. Уравнения А«^ = 8“,...^ (х = 1, . . - , г<®) * определяют 
нормальный делитель в Таким образом, мы получаем
V — 1 нормальных делителей . . . зэ последний из ко
торых будет всегда коммутативным. Рассматривая геометрический 
дифференциальный объект как геометрический объект в касательном 
пространстве Т™, являющемся пространством Клейна с фундамен
тальной группой ^'п'>, мы получаем, что он будет класс u■^.v, если 
стационарная подгруппа § соответствующего представления на 
множестве его значений удовлетворяет условиям & э 91^’л); &

Пусть и ©2 — стационарные подгруппы, соответствующие пред
ставлению ^•п'> на множествах значений двух данных геометриче
ских дифференциальных объектов, ассоциированные с точками, пред
ставляющими их значения в одной и той же координатной системе. 
Тогда необходимое и достаточное условие того, что первый геоме
трический дифференциальный объект является функцией второго, 
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выражается соотношением зэ ®2. Геометрический дифференциаль
ный объект называется простым, если не существует геометриче
ского дифференциального объекта, являющегося функцией данного, 
класс которого был бы ниже, но отличен от нуля. Отсюда следует, 
что если &— стационарная подгруппа, соответствующая представле
нию ®(г’л), определяемому данным простым геометрическим диф
ференциальным объектом класса V, то не должно существовать соб
ственной подгруппы ®(&>л>, содержащей £ и т. е. должно
иметь место соотношение ®б.л) = Ле) ко убедиться, что в этом
случае должно быть нормальным делителем в ©бь»), Обо

значая через Д“,..^ (Ь) значения параметров, определяющие пре
образование я), Мы получим равенства

(ЬпИ = А% (Ь) (Ь-1) ...А^ (Ь~*) Д^.з, (П); п 6

откуда нетрудно получить, что ©(о'л) при п>1 будет иметь два и 
только два нормальных делителя £бь л> и ">, включающихся 
в но отличных от него, где определяется уравнениями
Да,...а4 = 5а,...а^ (5 = 1,..., V — 1), Да,........ао „ _ 1 » = О,

а л) — уравнениями Дф...^ = 8^...^ (5 = 1, . . . ,■»—!); Д“...ар_1И= 0. 
При этом =^’п)х^’п).

Обозначим соответствующую ®б\ «) алгебру Ли через Вы
бирая в л> базисные векторы е“1"'“'5 (« = 1, . . . , V), в соответ
ствии с данной параметризацией фб-,»), мы получаем

\ 4 /
_ Л + 7 — Л г

\ ] )

где еа1’"“'’ = 0 при
Обозначая через Е5 линейное подпространство в определяе

мое векторами еа1'"“*, получаем для п>1

[£;£/] = Е1+1-1 (где г + />2 и Л, = 0 при х>®).

Для п=1 эти соотношения имеют место только при 1=^=], так 
как, в силу одномерности всех Е^ мы получаем [ДД] = 0. 

п
Обозначая е0 = У е“, мы получаем

<0=1

[еов1] = (I — 1) где в1 € Д.

Нормальным делителям Ж?”'п) будут соответствовать идеалы

в Л^’^ = 2'^’ К0Т0РЬ1е для удовлетворяют соотно-
=/+1

шениям
п)] = (где А#’ п) = 0 при $ > о — 1).

Для п=1 эти соотношения будут верны только при 1=^]. При 
4 = у они принимают вид

Я}] = д^^Я).
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& как стационарная группа непрерывного представления будет 
замкнута в Поэтому разложению <$)<*'•  п) в произведение

* Заметим, что в статье Е. Б. Дынкина (’), обозначениями которой мы пользу
емся, в формуле А' на стр. 76 знак сд может быть заменен на =, что необходимо 
для проводимых нами вычислений.

ФжЬ-Р будет соответствовать разложение в сумму Н + Л^-^, 
где //—собственная подалгебра, соответствующая подгруппе 
Обозначим Н = Н П Л/Г'”'; тогда = Н + откуда *

л>] = [НН] ед Н, что дает для « > 1 Нр’^сН, а для п = 1 
д^^'^сд/У. Таким образом, при л>1, ^>2 или при п=1, -у>3 

и, следовательно, Н = п\ что противоречит предполо
жению, что Н собственная подалгебра, и доказывает невозможность 
искомого разложения £ИГ>П> в сумму и искомого разложения "> 
в произведение. Это дает теорему:

Теорема. При п>1 не существует простых геометрических 
дифференциальных объектов выше второго класса, а при п = 1 — 
выше третьего класса.

Перейдем к рассмотрению простых геометрических дифференци
альных объектов второго класса для п>1 и второго и третьего 
класса для л=1. Заметим, что л> имеет подгруппу 21<1'>л>, изо
морфную центрально-аффинной группе, которая определяется урав
нениями = 0 ($•= 2, . . . ,1/).

подгруппу 83<3\ определяемую уравнением 

имеет, кроме того, еще 

Аш — 4 = 0. Мы мо-
2 д1

жем получить разложение ®2,л) при я>1 в произведение ©9^1’" , 
выбирая в качестве § следующие три подгруппы: 31<2> л>; эд«2. Л)ЗК<2-л>; 
^(2, л)£<2, я). Назовем эти разложения основными. Основным разложе
нием ®(2-л) соответствуют три различных семейства подобных типов 
простых геометрических дифференциальных объектов второго класса, 
в качестве представителей которых мы можем взять: 1) объект сим
метричной аффинной связности Грт, 2) свернутый объект аффинной 
связности Гр, 3) объект проективной связности П“т.

Для доказательства, что ими исчерпываются все типы простых 
геометрических дифференциальных объектов второго класса, нам 
нужно доказать, что всевозможные разложения ф(2-л) в произведения 

получаются из основных с помощью внутренних автоморфиз
мов ®<2>Начнем с доказательства того, что каждое разложение /Д2-") 
в сумму //+М2’Л) получается с помощью внутреннего автоморфизма 
из одного из трех основных разложений

Д(2> л) = ^ + ^^2■ л); Д(2'л) = (Е, + М^’ л)) + Н^'п);

п) = + £(2'л)) + п\

соответствующих основным разложениям ®(2> л> в произведение. Заме
чая, что разложение/У2, л) в сумму Н + 'п) определяет разложе
ние в прямую сумму одного из трех видов:// +М ’л); /7+/(2’л); 
Н+ мы обозначим через пр^ и пр2с/ проекции произвольного 
вектора б? из О(2’л), соответствующие этим разложениям £)<2>л> в пря
мую сумму. Из равенств пр^ = е0 — пр2е0 и пр^ = ех— пр2ех, где 
е1ЕЕ1, мы получаем [пр^, пр^] =— пр2гг — [пр2^0, ех]. Так как ле
вая часть этого равенства есть вектор из Н, а правая — вектор 
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из М2’л), £(2’л> или М^’^, соответственно, то мы получаем, что эти 
векторы равны нулю, что дает

npz^i = — где п0 = пр2е..
Линейное преобразование в

d — d + [n^d]

является внутренним автоморфизмом, так как, полагая v (d) = [цос/] и 
замечая, что v2 = 0, мы получаем exp v (d) — d + [nod]. С другой сто
роны, это преобразование преобразует в подпространство, вклю
чающееся в Я. Отсюда следует справедливость утверждения.

несвязна и состоит из двух компонент, определяемых усло
виями Д>0 и Д<0. Разложению ®(2,л) в произведение соот
ветствует разложение ее компоненты единицы %о'п) в произведение 
^0Э?12, где ^ — компонента единицы для Из предыдущего сна
чала следует только, что подгруппа сопряжена в Фо2' л) одной из 
подгрупп: 91о2,л); Йо2’л>9Я<2’л>; однако из того, что можно
доказать, что в ®(2> л) не существует двух различных подгрупп, ко
торые, будучи несвязны, имели бы одинаковую компоненту единицы, 
совпадающую с одной из подгрупп йо2,л); Йо2, п)^' л>; йо2,л)£<2’л) , 
следует что @ будет сопряжена с одной из подгрупп й(2, й(2’л) Ж<2-л>;
31<2’ ”)£<2’л), и мы получаем теорему:

Теорема. Каждый, простой геометрический дифференциальный 
объект выше первого класса при п > 1 подобен геометрическому 
дифференциальному объекту одного из трех типов-. 1) объекту 
симметричной аффинной связности Гру; 2) свернутому объекту 
аффинной связности Гр; 3) объекту проективной связности Прт.

Переходя к случаю п—\, мы получаем из предыдущего, что 
в каждом разложении ®<2,I> = WcP’ ° подгруппа § сопряжена й(2’ ”. 
Далее, рассматривая разложение ®<3’ ” в произведение £ж'3,”, мы мо
жем прежде всего доказать, что соответствующее разложение 
в сумму Я+М3,0 получается с помощью внутреннего автоморфизма

d — d + [nQd\, где п0 = У2 пр2е0,
из основного разложения D(3’ ” = + Л^г'3’”. После этого можно
доказать, что © сопряжена Я3(3). Таким образом мы получаем теорему: 

Теорема. Каждый простой геометрический дифференциальный 
объект выше первого класса при п — 1 подобен объекту аффинной 
связности у или объекту проективной связности р^.
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ПОПРАВКА
В статье В. В. Вагнера «О вмещении поля локальных поверхностей в Хп в по 

стоянное поле поверхностей в аффинном пространстве», помещенной в ДАН, т. 66 
№ 5, 1949, допущены опечатки:

Формула (7) должна иметь вид:
0/(?х,Ф^,Ф^)=О. (7)

Формула (10) должна иметь вид:
*(Хл) = 0 (ф=п+1, . . . , К). (Ю)
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