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МАТЕМАТИКА

В. А. ЩЕЛКУНОВ

ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ В ИНТЕГРАЛАХ 
РИМАНА — СТИЛЬТЬЕСА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 15 VIII 1949)

Пусть область (£) есть сегмент [а, &], а область («) — любой полу
сегмент [а, р) с [а, при $ =Е Ь и сегмент [а, р], если р = Ь. Через ы 
обозначим длину сегмента [а, р]. Пусть К^, х, у)=К (1, х, у) Дх,ы), 
где ^(Л х, у) непрерывна на х, у-^Ь), а / (х, о) — средняя
аддитивная функция области (ы), определенная на (Ё) равенством

    [0, если х 6 (о);
/ (а, «) = I 1

I—, если х € («)•

Если и^.х) непрерывна на /(а<Л х<6), ^(“)> то

КН, ы, х,у)и(1, £)<Ло = {КН,х,у)и(1,^/(х,ы)с1и==КП,х,у)11Н,х)

и

К (1, х, у) и (1, ^сП— сП КИ, х, у) и (1, 5) сНь. 
(£)

(2)

Обозначим общую величину этих двух интегралов через

ь

х, у) и (1, £) сП с/ы.
а (Е)

Рассмотрим интегральное уравнение:
ь

и (х, у} = <р (х, у) + X К(/, ы, х, у) и (I, 5) сП с1ы, (3) 
«<£)

которое может быть записано в виде
ь

и (х, у) = <Р (х, у) 4- X к (1, х, у) и {1, х) (П. (4)
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Уравнение (4) встречается в теории вероятностей и было впервые 
исследовано В. И. Романовским (х). В. И. Романовский применил идею 
Фредгольма замены уравнения (4) системой алгебраических уравнении. 
Мне кажется, что более простой способ исследования уравнения (4) — 
это исследование уравнения (3), которое по виду напоминает обычное 
интегральное уравнение. Уравнение, ядро которого есть средняя адди
тивная функция области, рассмотрено подробно Гюнтером (2). Теория 
Фредгольма для уравнения (3) также имеет место, и надо лишь во 
всех формулах классической теории заменить интегралы Римана инте
гралами Римана — Стильтьеса.

Так, например, определитель и миноры Фредгольма для уравне
ния (3) будут определяться равенствами:

л=0

где

Д„ = С С^р \dtl...dtnd^...d^n, ' (5)
' VI’ • • • > ^п> ’а (£) 

и
ртр,...;^,^ \ = (б)
\xvyx;... / “0 \^1,УГ,... ;хт, Vm)

где
D • • * ’ \I

-V1» • • • 5 ’ Ут •
= И К ( Si’ Т1’ ’ " ’ Sm’ tv “1? ’ " ’tn' Ып \dh... dtndv>1... d^n,

J J ХХр yp, . . • ',Xm> • • ■ >Тя, ,a(E) ' 1
(т;) c (Е), а < Si, Xi, yi < b.

Первая теорема Фредгольма. Если Л не является харак
теристическим числом ядра K(t, w, х, у), то уравнение (3) {а сле
довательно и (4)) имеет единственное непрерывное решение, опре
деляемое формулой-.

b “ix')
u(x,y) = ?(x,y) + X^ ----  д ...<- <Р (t, ^dtd^. (7)

а(Е)

Вторая теорема Фредгольма. Если ранг характеристиче
ского числа Хо равен т, то уравнение

ь

и (х, у). = К {ф, ы, х, у) и (Ь, dt йы (8)
а (Е)

и союзное уравнение 
ь

V (х, т:) = К (х, т, 5) V <о) dt dы (9)
а (Е)

имеют т линейно независимых решений, определяемых, соответ
ственно, по формулам
138



и

Dm г. п
Ui (х, у) =---

ч° -°- • <.0 п.5Р -1..........si> Ху

\ху Уу--\

Dml
\х° V0’

. 5° т° ’ °т* т

У т’ Ут
•5° т° 
’ т’ т\у

V0 °’хт’ Ут

(Ю)

Dm
Vi (х, т) = ---

чо 0. . „о _0П’ тр ... ,х, т,... ,sm, хт
vO о. . о vo. .„о .,01 À° 

,х1’Уу ■■■’Хт’Ут

Dm т
„О О. . о _0

т1> • • • > sm’ ~т
xG V0- • г° v° Х°
хь Уу-^хт< Ут

i= т (И)

где xi (т*) выбраны так, что

Dт
s°, ъ; .
Ли ÿl;.

•s° Т° ]’т,

; л°, у0’ т’ у т

Третья теорема Фредгольма. Если ранг характеристи
ческого числа к0 равен т, то уравнение (3) при X = Хо имеет реше
ния, если — и только если — выполняются условия:

ь
<р (х, £) Vi (х, ы) dx du — О, 

a IE)
i — 1, /и. (12)

В этом случае решения (3) определяются формулой-.

(t, ы; Sp т? ; ... ; т° \г-» / i’ i’ ’ т1 т а
п m-j-1 I 0 0 О о ’ I

и (х, у) = ф (х, у) + Хо 5 Ç---------^^У1'’.'^’Хт0’Ут. ■ Ф (Л ?) dt du +

т
+ ^CiUi (л, у),

1=1

где Ci — произвольные постоянные.
В заключение сделаем следующие замечания:
1. Можно показать, что из условия (12) вытекают те условия суще

ствования решения неоднородного уравнения (4), которые указаны 
В. И. Романовским.

2. При наличии формулы (1) вычисление решений по формулам 
(7), (10), и (13) нисколько не труднее (а пишутся они проще), чем 
вычисление по формулам В. И. Романовского, которые могут быть 
легко выведены из наших.
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