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МАТЕМАТИКА

М. Н. ОЛЕВСКИЙ

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
В ВИДЕ ИНТЕГРАЛА С ЯДРОМ, ЯВЛЯЮЩИМСЯ 

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ 
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 12 IX 1949)

1. 
ской

В
фун^ци/*̂ ’ Ь’ С’ Х) обозначает главную ветвь гипергеометриче-

* Т. е., в частности (см. (*), стр. 72 — 73):
F{a, Ь, с, z) = Р (а, b, с, г), если |z|<l;

. Г (с) Г (Ъ — а) f 1 \F (а’ Ь’ С’ Z) = Г^Т(С-Д) (а, 1 - с + а, 1 + а - Ь, |) +

Г (с) Г (а — b) п f 1 х
Г (а) Г (с — b) р V’ 1 ~ с + b, 1 + b — а, —J , 

если | z | > 1 и I arg (— z) | < тс; (5»)
здесь Р(а, b, с, z)— гипергеометрический ряд.

Единое аналитическое выражение для Р (а, Ъ, с, г), пригодное в области X, 
состоящей из всей плоскости комплексного переменного z с разрезом вдоль оси х 
от 1 до ОО, при R (с) > Р (Ь) > 0 дается известным интегралом Эйлера«1), стр. 79) 
из него, в частности, легко получается следующее неравенство:

| В (Ь, с — b) Р {а, Ь, с, — z) |< В (Rb, R (с — Ь)} (б)
при R (а) > О, R (с) > R (Ь) > 0 и z>0, т. е.

5? («, Y> ß) I Р (а + ßZ, а — ^1, у, - sh* | sh 2nß (6Z)

при y > а > 0, здесь К = — - - • Заметим, что Sj (а, у, ß) = О (ß2Y~!).

Т>уа; 2) функция 
ипи функция / (х) удовлетворяет на любом конеч-
место ^ Л п ПР^межУт^ Условиям Дирихле, имеет, 
место для х>0 следующая формула-.

/^ + 0)+/(х-0) .
~2 - ^(a + xz, а — xt, r,-^5g(a, у, Q)

О
где 

со
9^)=^E(a+ßi, а —ßz, у, — ^^(а, у, ß)/(ß)jß (2)

О
и

(а> (, х) = Л*[Г(Т)У Г (а + г (а — Xi) Г (у — а + Xi) Г (у—а—xi), (3)

52 (а, Y, х) = 1 (1 4- xfa~\
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2. Формулы (1), (2) являются источником многих формул обраще
ния. Так, например, при а=р + /2, Y = Р + 1 мы получаем пред
ставление функции f (х) по функциям Лежандра — Хобсона, отмеченное 
нами в (3), из которого, в частности, при р =0 следует формула 
статьи (4) В. А. Фока. При а = 1, у = 3/2 и а = %, у = 72 наша фор
мула обращается соответственно в sin- и cos-формулы Фурье.

1

3. Рассмотрим гипергеометрическое уравнение

I ' I у г sh 2кр ’ ' '
где 5 = sin тс (у — а).

х(1 -х)^ + (у — 8л) у + еу = 0, 8 = 2а + 1, — s = а2 + р2. (7)
Приводя его к самосопряженной форме и обозначая через 

Ук—У\х>Рь’Ч’х)’ # = 1,2, функции, удовлетворяющие уравнению 
(7), соответственно, при Р = рА (# = 1,2), легко установить при у > О 
справедливость следующего тождества:

S Х' ^^УгУ^х = — (уу -. (8)
° 1 ~2

Принимая в равенстве (8) yk = F(a + ^ a-zK, у, х) и полагая 
в нем x=-sh2(s/2), «>=-3Ь2(ОД, находим *

Ф(«. ₽1> р2, Y, □)>

₽4’ ₽2- Y. s)ds =
о

= Л{(а2 + ^)Л(«+ 1, Pn у + 1, П)Л(«, ₽2, у, Я)- 
“(*2 + К)Л(«+ 1, р2, Y+ 1, П)Л(а, рп у, Q)}, (9)

где введены следующие обозначения:

у(р2_^)р=(th-^ch-^2,

Л (а, Р> Y, 5) =F (а у pz, а - pz, у, — sh2 (s/2)). (10)
4. С целью вычислить предел интеграла

d

d>c>0, (П)
С

при £}-»оо, заметим, что из выражения (52) легко получить следую
щее асимптотическое по £2 выражение для функции Р:

₽>Y> Q)~ (sh-^J "“[С(а, р, y)cospn +О(а, р, y)sinp2] *, (12)

где С (а, Р, у) и — z’D(a, Р, у) представляют собой, соответственно 
сумму и разность функций Ж(а, р, у) и Ж(а, — р, у), a м опреде
ляется равенством: н

2 Г (а у pz) г (у— а + pz) Mfa, р, у) = Г (у) Г (pz) Г (pz -J- 7g),
при этом заметим, что nS^a., у, р)(С2-ф D2) —2.

Воепольэовавшись неравенством (6) для гипергеометрических рядов, стоящих 
?aC™ легко обнаружить, что при условии а + 1>у>а>0 и 

sn (s/z) У' 1 справедливо неравенство .
(а, у, р) sh2“ у I Д (а + р/, а — рг, v, — sh8(s/2)) I < (13)
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Выражение в фигурных скобках (9), учитывая (12), асимптотиче
ски равно

(sh тг) КА - 4) cos (ßi + ß2) Q + (4 + 4) cos (ßi — ß2) Q +

+ (A b2) sin (ßi 4- ß2) £2 4- (A + ß2) sin (ßi — 3г) ^},

где 8тс(Л2 + В2) обозначает следующее:

(«2 +ß?)[С(а, ß2, Y) D (а + 1, ß1; у 4- 1)±С(а 4- 1, ßi, y+^D^a., ß2, у)] — 
— ß2, У + 1)-D(«, ßn Y)±C(a, ßx, y)D(a4-l, ß2, у4~1)];

аналогичное выражение для &r (А НЬ 4) мы не приводим. Существен
но заметить, что из четырех двучленов А^В( лишь Дг + В2 не об
ращается в нуль при ßj = ß2.

На основании известной теоремы Дирихле, легко видеть, что 
d

Um £ = Um Г th С “ИР;- Р.>» (Л, + в ; л= (14)
оо \ 2/ J Й— й («атоцир, 51Лт-Ы. t“)

С

где Q = 1, если 0 4 с < ß2 < d\ Q — х/2 при ß2 = с или ß2 = d и Q=0, 
если ß2<c или ßa>d.

5. Пусть f (4 удовлетворяет в с<4-4^ условиям Дирихле. 
Предположим, в начале, также и монотонность 4 (а> Y> 4/(4 в рас
сматриваемом интервале. Тогда, по второй теореме о среднем,

l[c,d\= $ 4 (а, у, ß)/(ß)Ф (а, ß, ß2, у, Q) dß = 
С

d d

= 4 (c)f (4 $ Ф dß + [4 (d) f(d) ~ Sr (c)/ (4] Ф dß, c < $ < d *.  
c 5

* Здесь и ниже мы для сокращения у функции S. (а, у, 8) не ставим первых 
ее аргументов.

Если ß2<c или ß2>4 то отсюда и из формулы (14) следует, что 
lim 1{с, 4 = 0 при £2-»оо.

Аналогично, применяя вторую теорему о среднем к I [ß2, с] и 
используя формулу (14), получаем

lim / [ß2, c] = ^f (ß2) 4- [4 (c)/(4 - 4 (ß2)/ (ß2)] nm {Ф dß, 
£2->CO J

V

гДе ß2<£'<c. Учитывая, что I [ß2, d] = / [ß2, 4 4-1 [c, d\ и снова 
пользуясь формулой (14), находим

1ltTl /гр если ^>ß2,
lP2,CJ 14(4/(4/24 (ß2/ если 5' = ß2.

Но так как интеграл в левой части не зависит от величины с, то 
значение = ß2, очевидно, невозможно, а следовательно, lim/[ß2, d] = 
= 1/2/(ß2), и, точно так же, lim I[c, ß2] = 72/(ß2)- Таким образом, П->оо
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d

Y, ßWW«, ß, ß8( 
c

Y> <Wß=/(ß2) *,

M. H. Олевскии, ДАН, 40, № 1 (1943). 4 В. А. Ф о к, ДАН, 39, № 7 (1943).

* Следует заметить, что, если (3 = ₽2, точка разрыва функции /(₽) в (с, d), 
+ /(р2^—О)” ПРЭВ0Й 4aC™ 1]51должна быть заменена полусуммой Ц2[/(₽г + 0) + 
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(15)

если 0<r<ß2<rf; при ß2 — с или ß2 = d предел интегоала cm 
ящии в левой части (15) оавен Ч интеграла, сто-d\ Л Р ^/(Ря)» и> наконец, он равен 0 при
„a^°4eBHÄH0’ что предположение о монотонности ^(ßj/fß) в (с d} 
SXT« °"° "е ™ Достат^ч^
интервал (с, а) разбить на ряд интервалов, в каждом из котовых 
свойству *vhS V ЧТ°’ соглас.но предположению о функции / и 
свойству функции возможно), и формула (15) остается в силе.

• Ри абсолютной интегрируемости в промежутке (0, оо) 
функции р 5\(ß)/(ß) и у>72 интегрирование по ß в формуле (15) 
можно распространить до оо. В самом" деле, пользуясь^то ^ 

Y-sW^ выражением по ß для функции F(« + ßZ, а-ß/, 
Y, sn (5/2)), а именно (см. (2), стр. 307) н

л(«, ß, r, s) (ßth 0-cos [ßa + - (2 _

И оценкой (13), легко видеть, что/^ (₽) Ф (а, ₽, ₽2( у, й) при посто. 
янном значении ₽2>0 с возрастанием ₽ стремится к нулю равномер

но относительно й. Поэтому и $ЗД)/(₽)Ф(а, ₽, р2, у, О)d^, g>d> 
а

сительн^й ” СК°ЛЬ уГ0ДН0 малым и ПРИТОМ Равномерно отно-

Учитывая, что по предположению Л*7(х)с£(0,  оо), легко ви- 
со

деть, что интеграл $ («г Аф“' (ф Афл®, а) А, (И / (И 
О

равномерно сходится относительно х на отрезке 0<х<й (см. нера
венства (о) и (13)) в силу чего мы вправе переменить порядок инте
грирования в левой части формулы (15) (после замены функции Ф ее 
выражением в виде интеграла (9)) и таким образом приходим к ре
зультатам П. 1. к П

Замечание. Условия п. 1 относительно функции Цх), как и 
неравенства для а и у, могут быть существенно смягчены и расши
рены. В частности, пользуясь более точными оценками для функции 

1 а, । > Y^ $)> чем неравенства (6) и (13), можно установить спра
ведливость нашей формулы в предположении, что: 1) у>а>0, 

/г> -) 5 / (х) с 2. (0, оо) и 3) функция / (л) имеет ограничен
ное изменение в окрестности точки х.

Поступило 
1 VIII 1949 
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