
Доклады Академии Наук СССР 
1949. Том LXIX, № 1

МАТЕМАТИКА

И. А. ВИЛЬНЕР

ПРИВЕДЕНИЕ НОМОГРАФИРУЕМОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ЗАВИСИМОСТИ К НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ

(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 12 IX 1949)Если r (w, z) = О номографируема, то постоянные и и' в кано­нической форме зависимостей второго класса
, г~г0

W~w'o — A'^ (<т; g'2) - В’]~'/г da

могут быть найдены из системы F z') = 0, F,«; А/ТМ;?!) = О (см. равенство (3,4) работы (5)).1. Пусть: S = Ь (£; ^), причем корни S®-функции Вейер-штрасса, соответствующие действительным инвариантам g' и g' (че- рез еь, пока не оговорено противное, будем обозначать заведомо дей­ствительный корень);
—S(g)=g^ — 27g°3;

а.,1= e,+ sn2(5/^^; r^^-S^sin^U/^S^);^2=^ - 4 cth2^ j/__ 3 . ki =^2 = [(5' - e’k) / (B' - e'^-, p2 = £1 i^K (k),где е1 = ±1; А(и) = +eiZ^/<(^); Mi = (e' — el)-^2 = A' ег [(5' -e'J (el - e'^;
Ri = А'гП^ — e't); Ai;= lim (M2 / Ml'=-M'9;e 2 2ISi = arc sin sn (p2; ^) = arc sin?oi = zo~ ; vj = (г—z") /M^,Pi = (2 -- z0) /<- <; o3 = h (P1); — M2 J (1 - sin2 ?)-'/•;

sn (?3i ^i) —sn (Vi; #x) ~ cn (pj; ^); 5, = arc sin sn (p3; ^)>
= «■ - B’) / « - ₽;); 8’ = {B' - <) I (e' - e;);w0 =lim ®01=w0—Af2lntgJ.; p= ass-r^^arcsinsn^i;^);

= k=&(S'+2a)-1; т2=Т1-- k = sh (2a2);3



—Л'г12 1г(ек—В') 3 ;sx — ]Л2(1 4- тх/) 1 = K2(chax4- Zsh ar) 4;52 = /2(l+T20'1=/2(cha2+«sha2)-1; s3=^S1 (1+/)-i; s4=^2s2(l + /)"!;
L3 = 3-1 MV\2 - Z4 = 3-1 ( 2 A2 - 1); L, = - 3-1 МГ2 (1 +46 = 4-3-1ЖГ4(1-^ + ^); 47 = 4.27-1ТИГб(2^- I) (Ц-A2) (2-A2);

Ls = 16 M~ >2 (1 - A2); l9 = 4 • 27-1 v (1 - *D’2 (1 - ^ + ^)3;
Через a, b, т1>2, X и В’ обозначены произвольные действительные числа; через А', АЛ, 2 —произвольные числа с действительными квад­ратами.2. Воспользуемся известными соотношениями 4' = и' либо V = и'.. Если △ (^) = О, причем имеются только два одинаковых корня, то надо пользоваться тем из этих соотношений, которое не делается неопределенным. Так, если е'= <, то е. = — 2е; и b = гф Если же 

et = ej,yoei = е.= — ek /2 и S' = ^2- Если = надо пользоваться соотношением ^ = иг и опять получим, что S' = v\. Наконец, если — = то У = Сверх того, воспользуемся тождеством sn(«;A)=,—г4 dn [h («); Ai] при A¥=0> 1, оо, или, что то же, при 
ei^ei=^ekt^^S")i=^- При △ (£') = 0 достаточно в формуле (3, 4)'ра­боты (°) заменить Ь'-функцию указанными в этом параграфе ее выраже­ниями в случаях вырождения, на чем здесь не останавливаемся (резуль­тат см. в § 5 работы (3)).3. С помощью формул § 1 получим последовательно в общем слу­чае (т. е. при Д(^')=^0) из (3, 4) работы (6)= Л' у-В'd^RS18’-^32Sn2 (АAi)]-lMn [h ©; Ai] d^=о 0₽з 8,= жа J [1 - A2 sn2 (£; Al)]-1/’ dn (£; AiM = - A2 sin2 q-de..Ps 8,Мы предположим сначала, что В' =/= е'. ■ k. Тогда вместо (3, 4) ра­суботы (5) получим w~ w" = лЦ (I — Ahin2?)-1/’^.ОПользуясь формулой, определяющей вспомогательную комплексную переменную (см. § 1), получаем две зависимости первого класса (3, 1) с общей ^-прямолинейной переменной. Эти две зависимости дают в параметрической форме зависимость (3, 4) работы (5), причем здесь zn и та" суть функции А' и В’.

z zo\

a = атР#1), cr = amp(v2; A2). = 714^ (1 — A2 sin2 ^)- V» d^, zv — = Л42 (3,1)(1 — A2 sin2 £)--*/« de,.Формулы (3, 1) можно записать и в непараметрической нормальной форме неэлементарных (так как Д(^-')т/=0 и, значит, ^.=^=^„=^0 1) зависимостей второго класса (3,2), которая совпадает с результа-4



том 1°§5 работы (3). Нормальная форма (3, 2)для(3, 1) дает зависимость первого класса при Д(£')=^=0, только если В' = ё1 катр(^; = атр^2;#2). ’’ (3,2)При В' = ёк #2 = 0; получаем из (3,1) или (3,2) неэлементарные зависимости первого класса: первую неэлементарную форму (г) при д(^’)>° и вторую неэлементарную форму (2,8) приД(^')<0, причем 
т — прямолинейная переменная в обоих предположениях. При В' =е/ получим #2 = 1 и (3,2) примет вид (4) неэлементарной зависимости первого класса с да — прямолинейной переменной: 1Ьу2 = зп^; #х). Действительно, обращая последнее соотношение, получим:(1 — #'281П25)-^^,0т. е. получаем первую неэлементарную нормальную форму первого класса, поскольку из предположения В' = ё. следует действитель­ность всех корней функции №. При В’ = ё. З2 = 0 и 82 = 1. Рассматри­ваемый случай удобно получить из формул начала § 3 для да — да^, если справа сделать предельный переход при В'->ёг Последователь­но найдем:

R Г Сда - да' = Л [А (?); d$=M2 \ ds & #х) d^.о р.Продолжая начатые преобразования, последовательно найдем:5,
да — да' = М'2 dtp/sin <р ^714'ln tg у — ТИрп tg у

ИЛИ 81да - да'" = < In tg In tgЛ 4 А
м' ,= ~ ln{[ 1 — СП (vx; #х)] / [1+СП (vx; #х)]}.Отсюда, потенцируя, получим после элементарного преобразова­ния: № ц = сп (чх; #х) = зп (#' К (#х) + #1V!; г#х/#5). Обращая, найдем[*1 К(#х) + *; Vл г = $ [1 - (1 / #'2) ЗШЧГ1/1 о4. Пусть В'=/=ё{ . к и Д(ё')=#0. Прежде всего отметим, что меж­ду Д', В', (а также ^1М) формулы (3,4) работы (5) и #х, #2, Мх и ДИ2, входящими в (3,1) или (3,2) существует следующая зависи­мость: В’= Ц, А"2 = Ь2, ёк = Ц, е' = Ц, ё = Ц, = Ц, ё'г = Ь7, Д (§’) = 16(е; - ёк)2 (ек — ё^ (е'} — <)2 = Л8.Отсюда легко составить сразу выражение абсолютного инварианта 

(ё') = 4, что дает уравнение для определения #2 по 
ё2 и g3. Найдя #2, легко из написанных уравнений найти #2, и Л12и, наоборот, по #2, #2, Л4Х и М2 найти А’, В', £3 (а также . к).В предположении, что △ и В' =£ к, можно получить фор­мулы, аналогично приведенным здесь, связывающие А", В”, (а также ё!' / к) с Л4Ь Л42, #х и #2, что позволит от (3,5) работы (5) пе­реходить к (3,1) или (3,2) и наоборот.5. Нам остается теперь показать, что при Д (^') 0 и В' =/= ё. j к #х, 44* и #2’ в формулах (3,1) или (3,2) соответствуют либо первой не­элементарной нормальной форме (2), либо второй (3) (т. е., что #х, #2, Л4Х и М2 являются числами вида #х = $х> #2 =52, Л4Х = 53, М2 = х4’ при



некоторых значениях т1>2 и ^i, 2 (см. конец § 1)). Тай как kv К, AL, М из (3,1) приД(^')>0 в силу формул § 1 являются действительны­ми или чисто мнимыми, то оба уравнения (3,1) одновременно принад­лежат к первой неэлементарной форме зависимостей первого класса и следовательно, совместно (т. е. 2 шкалы для с исключаются) номо­Пусть Д (^') < 0. Полагаем ek = - 2 а, е\ = а + Ы, е. = а~ Ы Про­изводя вычисления, найдем (см. § 1) = S1, * M^s^ M. = s,

* Эти зависимости первого класса и второго жанра

что и доказывает утверждение. Задавая М, вида соответст­венно Si, s2, s3, sit найдем последовательно тх, Nv a, b, е', ё, е , х , N, 
В' и А', удовлетворяющие требованиям § 1. ’ 1 i’ 2 г>к перечисленным в § 2 случаям вырождения -функции.

1 • ~ei, j,k~ и- Полагая у = Д' /2, получим да —да'= у (г— г')2. Если В' =pe'itjtk=Q, то полагаем Р=В'г/ A'2, Q = B', w'0l = (Pw' — 1) /°Р, zoi ~ 1 де Р и Q произвольные действительные числа. Интегрируя!«.™раМеТрИЧеСКИе И ^параметрические уравнения искомой зависимости второго класса:
а=Ро^~^' + а°’ + Р ^-w'^+Q{z—z'^2=\.2 . В' ~ej = ek = — ei/‘2=/=Q. Полагая М = A'/3ek, у = У— 3ek, где , и У ~ произвольные числа с действительными квадратами и да0 =да' — М, 
zoi = г0> получим да—да^ =Д4cos [у (г—^)].  Если В'^ = — 2 е'= —2 ё', ю да да0 — ЛПп cos [у (г г0)],  что доказывает номографируемость всех круговых и гиперболических синусов и косинусов. Если В' уё.

**
е' __ Q' •< 'ТО, полагая #2 = - * , , найдем:Зе&

У2 = --t2g* у = У~3ё k - ^Sg* ~Зе4 Г М — ’—дт >sh [fi <w~ 4)]-J,cos [у (г—г')],причем в соответствии с 3° § 5 работы (3) ум, у р и у независимо X'"°ЖеТ “еть ,р~“ с действ».
, = ei = ei= —ek/2yo. Полагая у = /зё^Д М=~2А'/Зе',z0! — г0, да01=да'—М, получим опять да — да' = м cos v (г—Z )]*  (см 2А Если В' = ek = — 2 = — 2 е'. У 0, получим опять:да — да' = ЛПп cos [y(z — г')]*.Если В'Уе. i k то, полагая найдем

, iek
h'2   е k "В £ । --- ---- --------------- Зе' ' М ^°ek(ek ё 2 В'уПолучим опять: sh (да - да')] = cos [у (г-г')].
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